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当 我 是 个 十 四 岁 的 孩子 时 ， 我 
ARR RMR La, ERNE 
不 能 和 他 待 在 一 起 。 但 当 我 长 到 二 
十 一 岁 时 ， 我 十 分 惊讶 地 发 现 ， 这 
位 老人 在 七 年 内 之 然 学 到 了 那 林 多 
RRA, 
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FE JUA R LE TAIF RENN, 现在 , 时 常 
可 以 昕 到 关于 图 论 在 物理 学 .化 学 、 通讯 科学 、 计 算 机 技术 .电气 和 
十 木工 程 、 建 筑 学 ,运筹 学 .生物 遗传 学 .心理 学 . 社会 、 经济 学 、 
人 类 学 和 语言 学 等 学 科 的 某 些 领域 内 都 有 应 用 的 议论 。 这 个 理论 
也 与 数学 本 身 的 许多 其 他 分 支 密切 有 关 , 这 些 分 支 包 括 群 论 .矩阵 
论 、 数 值 分 析 、 概 率 论 、 拓 扑 学 和 组 合 学 等 。 事 实 上 ， 图 论 为 任何 一 
个 包含 了 一 种 二 元 关系 的 系统 提供 了 一 个 数学 模型 部 分 地 , 也 因 
为 使 用 了 图 解 式 的 表示 法 ， 图 就 具有 一 种 直观 的 和 符合 美学 的 外 
形 。 在 这 个 领域 内 , 虽然 有 许多 结果 在 本 质 上 是 初等 的 , 但 其 中 也 
有 大 量 的 十 分 链 综 复杂 的 问题 可 以 难 住 最 老练 的 数学 家 。 

自从 密 葡 根 大 学 数学 系 在 1956 年 开设 图 论 和 组 合 论 的 正 规 
课程 以 来 , 本 书 的 蓝本 已 经 用 过 几 次 。 我 们 发 现 , 从 教育 学 的 观点 
KA, 不 将 所 有 定理 的 证 明 都 写 进 去 是 有 好 处 的 。 比 起 其 他 方案 
Ae, 这 利 办 法 可 以 将 更 多 的 定理 写 进去 。 从 而 , 本 有 可 以 作为 因 效 
“ 莫 尔 (Moore) 方 法 ”传统 的 一 种 教材 ， 即 让 学 生 去 证 明 那 些 只 有 
叙述 而 不 加 以 证 明 的 定理 来 培养 他 们 的 数学 能 力 。 然 面 要 注意 ， 
某 些 略 去 的 内 容 是 既 困 难 又 袍 长 的 。 SR TR BAA AE RE 


i F 
于 继而 进行 专题 研究 和 将 图 沦 应 用 到 其 他 领域 中 去 。 

我 们 尽力 以 合乎 逻辑 的 次 序 米 提出 网 论 的 各 项 论题 ， 也 尽力 
指出 历史 的 背景 , 并 且 用 图 形 来 说 明 概 念 和 结果 以 使 得 解释 明晰 。 
此 外 ,还 有 三 个 附录 提供 了 图 、 有 向 图 和 料 的 图 解 。 本 书 的 重点 妈 
终 在 于 定理 而 不 在 于 算法 和 应 用 , 然而 偶而 也 提 到 它们 。 

各 省 习题 的 水 平 有 着 极 大 的 差别 。 困 难 昌 思路 曲折 的 习题 其 
序号 用 黑体 数字 标 出 , 而 特别 困难 的 习题 则 再 加 * 号 。 和 希望 读者 对 
每 一 个 习题 都 加 以 考虑 ， 以 便 熟 悉 包含 在 其 中 的 材料 。 在 读者 没 
有 研读 过 某 一 章 的 内 容 之 前 ， 它 的 许多 “比较 容易 "的 习题 也 许 会 
成 为 非常 困难 的 。 

我 们 告 诚 读 老 不 要 陷入 第 二 章 和 它 的 大 量 习 是 中 去 ， 只 要 这 
一 章 就 可 以 给 大 学 一 年 级 或 中 学 高 年 级 的 学 生 用 作 图 论 的 一 个 初 
级 简明 教程 。 教 师 可 以 从 本 书 中 选取 材料 来 作为 一 个 学 期 的 图 论 
RH, 而 全 书 则 够 一 年 之 用 。 后 面 的 菜 几 章 适 合 于 你 为 高 级 讨论 
班 的 课题 。 由 于 阅读 本 书 的 前 提 实 在 仅仅 是 不 可 扣 撞 的 所 谓 “ 数 
学 上 的 成 熟 ”, 所 以 本 书 既 可 以 作为 大 学 毕业 班 的 教材 也 可 以 作为 
研究 生 的 教材 。 熟 悉 一 点 初等 群 论 和 和 抢 隆 论 对 守 学 习 最 后 四 齐 将 
会 有 所 帮助 。 


F. H. 
1968 年 7 月 
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就 说 什么 ! 
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我 找到 了 ! 
—— MERI 


历史 上 , 图 论 曾经 被 好 多 位 数学 家 各自 独立 地 建立 过 , 因为 图 
论 本 身 就 症 应 用 数学 的 一 部 分 "， 所 以 这 种 情况 并 不 是 偶然 的 巧 
合 。 事 堪 上 ， 提 到 这 个 主题 的 文字 记载 最 早 基 出 现在 欧 拉 
(CEuler) 的 著作 中 , 虽然 他 所 兽 虚 的 原始 问题 似乎 是 一 个 归 为 无 时 
的 难题 ， 然 而 这 个 问题 确实 有 其 实际 的 背 R AR EPER 
(Kirchhoff) MAK Cayley) EAE LWRR M4 BA HLS 
的 根源 。 克 希 答 大 对 于 电网 络 的 研究 导致 他 发 展 了 图 论 的 茶 本 和 概 
念 和 关于 图 中 的 树 的 定理 ， 而 凯 莱 则 是 为 了 计数 有 机 化 学 中 的 
同 分 异 构 物 而 考虑 柑 。 另 外 一 个 与 图 有 关 的 难题 是 哈密 罩 
《Hamilton) 提 出 来 的 ， 它 同样 是 促进 了 图 论 的 发 展 。 后 来 ， 著 名 
的 四 色 猪 想 出 现 了 ， 并 且 至 今 一 直 作 为 一 个 解决 不 了 的 难题 闻名 
于 世 。 本 世纪 内 , 图 论 方面 已经 有 了 大 量 的 新 发 现 , 在 这 个 按 年 代 
排列 的 概论 中 我 们 只 能 作 一 个 最 简短 的 叙述 。 


I。 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 

欧 拉 (1707~v1782) 在 1736 年 解决 了 一 个 当时 还 没有 解决 的 
EE E, PA E E (Königsberg) 七 括 问 题 , 从 而 使 他 成 了 图 
论 和 拓扑 学 的 创始 人 。 有 七 条 桥 将 普 莱 格 尔 (Pregel) 河 中 的 两 个 


* PIREN (Sylvester) 较 早 就 指出 了 图 论 的 基本 的 组 合 属性 和 它 具有 广 证 应 
用 的 一 些 理由 ,他 说 :“ 分 战 (ramification) 的 理论 是 一 种 纯 学 院 式 的 理论 , 因为 
宕 不 管 大 小 和 位 置 ; 它 使 用 抑 何 的 线 ,但 是 , PALE RIVER KERB 
RAR TE” 


2 Rk RR 


岛 及 留 与 河岸 联结 起 来 , WU LL BE aS MEE BEG DS Bp 
前 任何 一 块 开 始 , 通过 每 一 条 桥 正好 一 次 , 再 回 到 起 点 。 很 容易 通 
过 试验 摸索 去 党 试 解决 这 个 和 问题， 然而， 任何 尝试 攻 决 不 可 能 成 
功 ， 因 为 欧 拉 得 到 的 重要 结果 指出 ， 在 这 种 请 形 下 是 不 订 能 有 艇 
的 , 见 参 考 文献 [LE5] 。 
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Ril EENEN PAR SASRERDs 

WT EME SCA HE, BRD RBI PO AR 

ER RA RIN RRO, 从 而 得 到 了 

一 个 “图 ”。 这 个 图 * 见 图 工 .2 其 中 ,各 

个 点 用 与 图 二 .1 中 的 四 块 陆地 相应 的 

记号 标 出 。 证 明 这 个 问题 没有 解 等 价 于 

证 明 区 1.2 中 的 图 不 能 以 某 种 方式 走 遍 。 

砍 拉 并 不 限于 处 理 这 种 特殊 情形 ， 

2 i 他 推广 了 这 个 问题 ， 并 且 对 于 一 个 给 定 

图 1.2 BENE CH 的 图 可 以 如 此 走访 给 出 了 一 个 判定 法 

问题 的 图 。 则 ; 就 是 说 , 这 个 图 必须 是 连通 的 , 并 且 

每 个 点 都 与 偶数 条 组 相关 联 、 了 图 工 .2 中 的 图 虽然 是 连通 的 ,但 并 
不 是 每 个 点 都 与 偶数 条 线 相关 联 。 
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2. 电网 络 
FEB BRKT He 1847 年 为 了 解 一 类 线性 联 立 方程 组 而 发 展 


* GL MINER LL RE ASRR 


3. 化 学 同 分 异 构 物 a 


了 树 的 理论 。 这 个 线性 方程 组 是 描述 一 个 电网 络 的 每 一 条 支 牙 中 
和 环绕 每 一 个 回路 的 电流 的 。 他 虽然 是 一 个 物 型 学 家 , 但 他 象 数 
学 家 那 祥 地 思考 问题 。 他 把 一 个 电网 络 和 其 中 的 电 阻 电容、 电感 
等 等 抽象 化 了 。 他 用 一 个 只 由 点 和 线 组 成 的 相应 的 组 合 结构 来 代 
替 原 来 的 电网 络 而 并 不 指明 每 条 线 所 代表 的 电气 元 件 的 种 类 。 这 
样 一 来 , 克 希 霍 夫 实际 上 是 把 每 个 电网 络 用 它 的 基本 图 来 代替 。 他 
还 证 明 , 为 了 解 这 个 方程 组 , 并 不 需要 分 别 考 虑 一 个 电网 络 的 图 中 
的 每 个 图 。 与 此 相反 , 他 用 一 个 简单 而 有 力 的 构造 法 指出 , 只 要 考 
洁 一 个 图 的 任何 一 个 “生成 树 ” 所 决定 的 那些 独立 较 就 够 了 。 他 的 
这 个 方法 现在 已 成 为 一 个 标准 的 方法 。 图 .8 中 画 出 了 一 个 设计 
好 了 的 电网 络 妨 . 它 的 基 木 图 和 一 个 生成 树 人 T。 


A138 -ABA N, CEARA G 各 它 的 一 个 上 生成 树 To 


3. 化 学 同 分 异 构 物 


1857 年 , 电 菜 [C 非 常 自然 地 在 有 宙 化 学 的 领域 里 发 现 了 一 
族 重要 的 图 , PAR. 他 从 事 于 计数 有 给 定 的 碰 原子 数 % 的 饱和 
RAL AY Oana 的 同 分 异 构 物 ,如 图 .4 所 示 。 

当然 , 饥 莱 抽象 地 重新 叙述 了 这 个 问题 RA PP RATE 
且 ， 凌 中 每 个 点 的 度 等 于 1 或 4 他 没有 能 够 立即 成 功 地 解决 这 
个 阿 题 ,所 以 他 改换 了 这 个 问题 , 逐步 计数 了 : 有 人 根 树 ( 黄 中 有 一 个 


t 第 - 章 发 现 
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图 .4 RNR. 


RARE AA RAMMED. H. 每 个 点 的 度 至 多 等 于 4 的 树 。 最 
后 , 他 还 是 数 出 了 每 个 点 的 度 等 于 工 或 算 的 树 , 从 而 解决 了 那个 化 
学 问题 ， 见 [03]。 后 来 , 约 当 (Jordan) 作 为 一 个 纯 数 学 的 对 象 独 
立地 发 现 了 树 (1869)。 西 勒 维 斯 脱 写 道 (18823, 约 当 这 样 艇 "一 点 
也 没有 察觉 到 它 与 现代 的 化 学 学 说 有 关 , ” 见 [K10, p- 48]。 


4. 绕 行 世界 


威廉 :哈密 顿 历 士 在 1859 年 发 明了 一 种 游戏 *。 这 种 游戏 用 一 
个 规则 的 实心 十 二 面体 , 它 的 二 十 个 顶点 标 以 有 名 的 城市 的 名 字 ， 


RLS “ATER 


要 求 游戏 者 找 一 条 沿 着 各 边 
通过 每 个 顶点 正好 一 次 的 闭 
E, PATER”. 
顿 以 中 个 金币 的 代价 拒 他 
的 设计 卖 给 了 一 个 玩具 商 。 
然而 , 这 是 一 笔 滑 头 生意 , 因 
为 这 个 游戏 在 经 济 上 并 不 成 
功 。 

用 图 的 语言 来 说 ， 游 戏 
的 目的 是 在 十 二 而 体 的 图 中 
找 一 个 生成 圈 。 这 个 图 画 在 


图 1.5 中 。 图 中 的 点 记 以 1,2, …，20 (而 不 写 阿 姆 斯 特 担 ， 安 亚 


”更 完整 的 叙述 见 鲍 尔 (Bal) MERN (Coreter) BOL p. 262], 


5 四 色 猜 到 5 


柏 , 柏林 , 布达佩斯, 邦 柏 林 , BET SE, 耶 路 撤 冷 , 伦敦 , 黑 尔 本 , 莫 斯 
科 , 新 西伯 利 亚 ,纽约 , 巴黎 , 北京 , 布拉格 , 里 约 热 内 点 ,罗马 , 旧 金 
山 ,东京 和 华沙 ), 从 而 有 一 个 生成 圈 就 可 以 明显 地 夏 出 来 。 


号 .四 色 猜 想 * 


在 图 论 中 , 也 许 是 在 企 部 数学 中 , 最 出 名 的 没有 解决 的 问题 是 
著名 的 四 凶 猜 想 。 任 何 一 个 数学 家 可 以 在 五 分 钟 之 内 将 这 个 非凡 
的 问题 各 马路 上 的 一 个 普 道 人 讲 清楚 。 在 讲 洁 楚 以 后 , 虽然 两 个 
人 都 懂得 了 这 个 问题 ,但 是 到 解决 它 , 可 谁 也 无 能 为 力 。 

下 面 这 一 段 话 引 自 梅 (May) 的 总 结 性 的 历史 文献 [M5]， 它 叙 
述 了 四 色 猪 想 并 且 前 明了 这 个 猜想 所 起 的 作用 : 

《这 个 猜想 说 ) 在 一 个 平面 或 球面 上 的 任何 地 图 能 够 只 用 四 种 颜色 来 着 
色 , 使 得 没有 两 个 想 邻 的 国家 有 相同 的 颜色 。 每 个 国家 必须 由 一 个 单 连 通 城 
构成 ， 而 两 个 国家 相 邻 是 指 它 们 有 一 段 公 共 的 边界 线 《而 不 仅仅 只 有 一 个 公 
共 点 )。 这 个 靖 想 在 数学 的 一 个 称 为 组 合 拓扑 学 的 分 支 中 起 了 催化 剂 的 作 
Ao BRS 行 的 图 论 密切 有 关 。 半 个 多 讲 纪 以 来 , 由 许多 (有 人 说 是 
全 部 ) 数 学 家 的 工作 ,已 对 一 些 特殊 情形 作出 了 证 明 ……。 普遍 的 看 法 是 : 这 
个 猜想 是 正确 的 , 但 是 未 必 可 以 普遍 地 证 明 。 看 来 , 在 一 段 时 间 内 , 它 还 是 要 
作为 一 个 最 简 间 和 最 诱 人 的 没有 解决 的 数学 问题 而 存在 。 

四 色 犹 想 有 一 段 有 趣 的 历史 ,但 它 的 起 源 仍然 有 点 模糊 。 有 
些 报告 说 支 比 驻 斯 (M5bins) 在 1840 年 就 熟悉 这 个 问题 ,但 是 , 可 
以 肯定 的 仅仅 是 这 个 问题 约 于 1850 年 由 格 思 里 (Guthrie) 转告 给 
48 HEAR (De Morgan), 1879 年 , 肯 普 (Kempe) [ 开 的 给 出 了 这 个 
猜想 的 许多 个 错误 “证 明 ” 中 的 第 一 个 “证 明 ”。 1890 年 , 希 伍德 
(Heawood) [H38] 发 现 了 它 的 一 个 错误 。 然 而 , 希 伍德 指出 , 如果 
“四 ” 换 成 “五 ”这 个 猜想 就 对 村。 最 近 ， 奥 尔 (Ore) 和 斯 坦 普尔 


* 四 色 猪 想 已 在 1976 年 由 美国 的 阿 普尔 (K. Appel), ALA CW. Hakan) MAF 
(J. Koch) 等 三 人 依靠 电子 计算 机 的 带 坊 作出 了 证 明 。 可 参考 G. B. Kolata, 
‘The Four-color Conjecture: A Computer-aided Proof, Science, 198(1976,8), 
No. 4253, 


一 一 译注 
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(Stemple) [OSI 对 于 少 于 和 个 国家 的 所 有 地 图 证 明了 这 个 猜想 ， 
所 以 ,假如 一 县 找到 一 个 反例 , 它 一 定 是 极其 庞大 和 复杂 的 。 

每 个 地 网 可 以 导出 一 个 图 , 其 中 国家 (和 外 部 区 域 ) 都 起 点 , 当 
相应 的 两 个 国家 相 邻 时 这 两 个 点 用 一 条 线 来 联结 ， 所 以 由 色 猜 想 
是 图 论 中 的 一 个 问题 。 由 一 个 地 图 导出 的 图 显然 可 以 画 在 于 而 芋 
而 且 没 有 相交 的 线 。 于 是 , 如 果 可 以 将 每 一 个 可 平面 图 的 点 用 四 
种 或 更 少 的 颜色 来 着 色 , 使 邻接 的 点 有 不 同 的 颜色 , 四 色 铺 想 就 证 
明了 。 


6. 二 十 世纪 的 图 论 


1936 年 , 心理 学 家 药 温 (Lewin) [T,2] 提 出 ,一 个 人 的 “生活 空 
闻 ” 可 以 用 一 张 平面 地 图 来 代表 *。 在 这 样 一 张 地 图 中 , 各 个 区 域 
代表 一 个 人 的 各 种 活动 , 例如 他 的 工作 环境 , 他 的 家 和 他 的 嗜好 。 
可 以 指出 , 菜 温 所 处 理 的 实际 上 是 图 , 如 在 图 1.6 中 所 表明 。 这 种 
观点 使 得 集体 活动 研究 中 心 (Researeh Center for Group Dyna- 
mios) 的 心理 学 家 们 提出 了 图 的 另外 一 种 心理 学 解释 , 其 中 , 人 们 
用 一 些 点 来 代表 , 而 人 与 人 之 间 的 关系 用 线 来 代表 , 这 些 关系 包括 
爱 、 恨 、 交 往 和 支配 。 实 际 上 , 就 是 因为 这 种 方法 , 著者 在 心理 学 家 
弗 斯 定格 (L. Festinger) Alte MA (D. Cartwright) 的 帮助 和 鼓 
EDT, 才 对 图 论 有 所 独到 的 发 现 。 


图 1.6 一 个 地 图 和 与 它 相 应 的 图 。 


SALT PMLA, NOE AD REAL, 


对 二 十 世纪 的 网 沦 T 

因为 理论 物理 学 研究 的 需要 ， 所 以 在 这 个 学 科 内 不 止 一 次 地 
发 现 过 图 论 。 乌 伦 伯 克 (Ublenbecok) [D1 在 统计 力学 的 研究 中 用 
点 来 代表 分 子 ， 两 个 点 的 邻接 表示 存在 某 种 物理 形式 的 最 邻近 的 
相互 作用 ,例如 磁 的 吸力 或 斥 力 。 在 过 政道 和 杨振宁 [LYT] 的 类 
但 解 释 中 , 点 代表 欧 几 里 得 空间 的 小 立方 体 , 其 中 每 一 个 立方 体 可 
能 被 一 个 分 子 占 有 或 者 不 被 分 子 占有 。 于 是 ,两 个 点 邻接 就 表示 
两 个 空间 都 被 占有 。 另外 , 物理 学 还 用 图 论 米 作为 一 种 图 形 的 表 
示 方 法 。 在 范 曼 (Feynmann)[F3] 提 出 的 图 解 中 ,点 代表 物理 粒 
子 , 线 代表 粒子 碰 挤 捕 的 路 线 。 

在 概率 论 中 的 马尔 可 夫 链 的 研究 中 (例如 ， 见 划 勒 (Feller) 
EF2. p. 390) FETT MM, 它 的 意思 是 : 点 代表 事件 ， 一 条 从 一 
个 点 到 另外 一 个 点 的 有 疝 线 表示 这 两 个 事件 直接 相继 有 正 的 概 
R, ÆBHNOL p. 871] 中 ,直接 定义 一 个 马尔 可 夫 链 是 一 个 网 
络 ,其 中 , 从 每 一 个 点 出 发 的 所 有 右 向 线 的 值 的 和 是 1。 有 向 图 的 
一 种 类 似 的 表示 法 出 现在 数值 分 析 的 矩阵 求 逆 和 特征 值 计 算 的 部 
p, TRIM Varga) [V2, p. 48] 给 出 了 一 些 例子 。 对 于 一 个 给 
定 的 方 阵 , 特别 是 “ 稀 梳 的 " 方 阵 ,可 以 用 如 下 的 方式 构成 一 个 有 向 
图 。 用 点 来 代表 给 定 的 方 阵 的 行 与 列 的 指标 , 当 方 阵 的 多 了 元 非 
零 时 有 一 条 从 点 到 点 了 的 有 向 线 。 马 上 就 可 以 看 出 这 种 方法 与 
处 理 马 尔 可 夫 链 的 方法 的 类 似 性 。 

线性 规划 与 运筹 学 的 各 个 飞速 发 展 的 领域 里 也 以 研究 网 络 上 
的 小 的 形式 利用 图 论 的 方法 。 福 特 (Ford) 和 富 尔 交还 (Fulkerson) 
[FF2], 瓦 达 (Yajaa) [V1], ONS VA Æ E (Ghouila- 
Houri) [BG2] 的 书 中 都 以 这 种 方式 包含 图 论 。 一 个 图 的 点 表示 荣 
种 货物 可 以 储藏 或 装 船 的 实际 位 置 ， DEIR M CN 
线 和 记 在 这 条 线 上 的 一 个 正 数 代 玫 一 条 运输 货物 的 水 道 和 它 的 能 
力 , 这 个 能 力 给 出 可 以 问 时 通过 的 最 大 允许 数 工 。 

在 纯粹 数学 中 ,图 论 在 维 布 伦 (Veblen) 的 关于 拓扑 学 的 先驱 
著作 [V8, pp. 13 下 中 就 有 研究 。 一 个 单线 复 形 (或 简称 为 复 形 ) 
被 定义 为 由 “点 ”的 一 个 集 T MDE V 的 非 空 子 集 的 一 个 


8 etek 现 


集 8 所 构成 , 集 驴 的 元 素 称 为 " 单 形 ”并 且 满 足下 列 丽 个 条 件 ， 

1. 每 个 点 是 一 个 单 形 。 

2. 一 个 单 形 的 每 个 非 空 子 集 也 是 一 个 单 形 。 

一 个 单 形 的 维 数 比 其 中 的 点 的 数 月 少 士 一 个 复 形 中 维 数 最 
大 的 单 形 的 维 数 称 为 这 个 复 形 的 维 数 。 用 这 种 术语 ,一 个 图 可 以 
定义 为 维 数 等 于 1 或 0 的 一 个 复 形 。 我 们 称 一 个 1- 维 单 形 为 一 
条 线 。 我 们 再 注意 到 , 一 个 复 形 是 0- 维 的 当 且 仅 当 它 只 是 由 点 的 
一 个 集 所 组 上 成, 而 不 包含 线 或 其 他 维 数 更 高 的 单 形 。 除 了 这 些 “ 全 
不 连通 图 ”外 ， 每 一 个 图 是 一 个 1- 维 复 形 。 就 是 为 了 这 个 理由 ， 
为 图 论 写 的 第 一 本 书 [KIO0] 的 副标题 是 “ 线 复 形 的 组 合 拓扑 学 ” 
(Kombinatorische Topologie der Streckenkomplexe) 。 

正 因为 点 与 线 这 其 个 词 的 传统 用 法 是 作为 几何 结构 的 公理 系 
统 中 不 定义 的 名 词 , 我 们 才 选 用 了 这 种 术语 。 当 我 们 说 到 作为 欧 
几 里 得 空间 的 子 集 的 “几何 的 ”单纯 复 形 时 , 与 上 面 定义 的 抽象 复 
AR, 我 们 将 用 顶点 与 边 这 两 个 词 。 第 二 章 中 , 我 们 将 要 谈 到 术 
语 问题 以 及 图 论 的 茶 些 基本 概念 和 初等 定理 。 


第 二 章 图 


叫 什么 名 学 
还 不 都 是 一 样 ? 
BAUR EE RE 
URTA, 
它 闻 起 来 还 是 那么 乔 香 。 
一 一 We 莎士比亚 :< 罗密欧 与 朱丽叶 > 


大 多 数 图 论 学 者 在 他 们 的 书 、 论 文 和 演讲 中 都 使 用 各 人 自己 
的 一 套 术 语 。 为 了 在 有 关 图 论 的 讨论 中 避免 歧义 ,最 好 是 每 人 都 
预先 说 清楚 他 所 使 用 的 图 论语 言 。 甚 至 就 是 “图 "这 个 词 的 意义 也 
是 不 统一 的 。 有 的 作者 实际 上 将 一 个 “图 ”定义 为 一 个 图 *, 而 另 一 
些 作者 则 用 它 来 指 多 重 图 . 伪 图 、 有 向 图 或 网 络 。 我 们 相信 , 图 论 
的 术语 是 决 不 可 能 统一 的 , 而 且 , 也 没有 这 个 必要 。 

但 是 为 了 可 以 利用 图 论 的 基本 概念 和 术语 ， 还 必须 下 许 许多 
多 的 定义 。 此 外 , 我 们 还 要 初步 介绍 完全 子 图 、 极 图 理论 ( 它 探讨 
有 禁用 子 图 的 图 )、 交 图 (其 中 点 代表 和 全, 而 非 空 的 交 决 定 邻 接 性 ) 
和 图 的 一 些 有 用 的 运算 。 


1. BE 


在 定义 一 个 图 之 前 , 我 们 在 图 2, 江 中 画册 有 四 个 点 的 全 部 并 
个 图 。 我 们 就 会 看 到 ; 

i) 每 个 有 四 个 点 的 图 与 其 中 的 一 个 图 同 构 ; 

1i》 虚线 左边 的 五 个 图 基 不 连通 的 ; 


” 最 常见 的 习 用 的 开头 是 :“ 本 文中 我 们 仪 考虑 有 限 、 设 有 环 秃 多 置 边 的 无 向 
图 ”。 


uO oe 图 
ii) 塌 线 右边 的 六 个 图 是 连通 的 
iv) 最 后 一 个 图 是 完全 图 
V 第 -个 图 居 拿 不 连通 的 
v) 第 一 个 有 四 条 线 的 图 是 一 个 加; 
vil) 第 一 个 有 三 条 线 的 图 是 一 条 道路 。 


ZE 


Le a 
N] 


图 2.1 有 四 个 点 的 图 。 


下 面 我 们 要 一 个 接 一 个 ,不 厌 其 烦 地 对 一 些 基 本 概念 下 定义 ， 
但 不 再 对 这 些 贩 念 的 引伸 继续 作 直 观 的 发 展 。 一 个 图 好 是 由 有 罗 
个 点 * 的 非 空 有 限 集 二 一 的 G) 和 预先 给 定 由 太 中 不 同 的 点 的 9 个 
无 序 对 构成 的 一 个 集 X BR. X 中 的 每 个 点 对 % 一 du, o} ATES 
的 一 条 线 *, LH CRRA uA oH, RINE eu, HEK u Mok 
邻接 的 点 < 有 时 记 作 wwadj 0);， Ru BAe RMA, ve 
也 关联 。 车 两 条 不 同 的 线 4< 和 yy 与 一 个 公共 的 点 关联 , 则 称 与 
是 邻接 的 线 。 一 个 有 ?个 点 与 9 条 线 的 图 称 为 一 个 (p49) 图。 
G, 0) 图 是 平凡 的 。 

习 钳 上 几 一 个 图 解 来 代表 一 个 图 , 并 且 将 它 看 作 就 是 这 个 图 。 
于 是 ,在 图 2.2 中 的 图 Ot, Re SR RGR, Hu Bw RB 
By Ra My LRA, oe AR, BAR oH e Har 


* 下 霄 的 横行 中 给 山 兽 在 文献 巾 出现 过 的 回 尽 词 ,但 并 不 总 是 接 照 所 列 的 上 下 次 
Fras: 
point, vertex, node, junction, 0-simplex, element; 
Tine, edge, are, branch, 1-simplox, element, 


相交 , 但 它们 的 交点 并 不 是 这 个 图 的 一 个 点 。 

还 应 该 提 到 图 的 几 种 变形 。 RIER, 图 的 定义 中 不 允许 
WH, IR PAS EE 
联结 的 线 。 在 一 个 多 重 图 中 ,不 多 
许 有 坏 ， 但 联结 两 个 点 可 以 有 不 . r 
上 一 条 线 。 这 些 线 称 为 多 重 线 。 落 F 
环 和 多重 线 都 允许 有 ， 就 得 到 一 
个 伪 图 。 图 2.8 中 给 出 的 一 个 多 重 y 
图 和 一 个 仿 图 具有 同一 个 “基本 图 2.2 说 明证 接手 的 一 个 图。 
图 ”， 郑 一 个 三 角形 。 我 们 现在 可 以 看 到 , HATER LEA 
盟 的 图 (图 1.) 实 际 上 是 一 个 多 重 图 。 


入 和 


图 .8 一 个 多 重 图 和 一 个 伪 图 。 
一 个 有 方向 的 图 或 有 向 图 DEAA AR A RV mm 
先 给 定 的 不 周 点 的 有 序 对 的 一 个 集 子 组 成 。 X 的 元 素 称 为 有 向 
级 或 匆 。 按 定义 ， 有 向 图 没有 环 或 多 重 弧 。 一 个 定向 图 是 没有 有 
秃 线 对 称 对 的 有 向 图 。 在 图 2.4 中 画 出 所 有 有 三 个 点 和 三 条 弧 的 
有 向 图 ; 其 中 最 后 二 个 是 定向 图 。 有 前 几 是 第 十 六 章 的 主题 , 但 我 
们 也 将 常常 临时 提 到 它们 。 


L L AA 


图 2.4 AZARAE RIIA OE, 
一 个 图 G HAIR, EER p PRU BIO HH, W 


2 Ro 图 


On 99 or, ”以 示 区 别 。 例 如 网 2.5 中 的 两 个 图 Gs 和 Ge 是 标 
定 的 , 而 Gs 则 不 是 。 


on Gx Ge 

2 总 i 4 u 
/NN 

br EA a a Ha 


图 &.5 标定 的 和 非 标定 的 网 。 


著 在 两 个 图 OM 五 的 点 集 之 问 存在 一 个 保持 邻接 性 的 一 一 
对 应, 则 称 它们 是 同 构 的 ( 记 作 GSH, 有 时 也 记 作 =H). pan, 
图 2.5 中 的 Gy 和 Ga 在 对 应 you 之 下 是 同 构 的 。 顺 使 可 以 看 
出 , Gs 5G, Ga 中 的 任何 一 个 都 同 构 。 显 然 ， 同 构 关系 古 图 的 一 
个 等 价 关系 。 

一 个 图 从 的 一 个 不 变量 是 与 G 有 关 的 一 个 数 , 它 对 于 任何 一 
个 与 日 同 构 的 图 有 相同 的 信 。 于 是 , 数 p 与 9 就 是 不 变量 。 RE 
量 的 完全 集 是 可 以 完全 决定 一 个 图 直到 同 构 的 一 个 不 变 甚 组 。 例 
如 , 数 p 与 g 对 于 点 数 少 于 4 的 所 有 图 构成 这 样 的 一 个 集 。 对 于 
一 般 的 图 , 现在 还 不 知道 适用 的 不 变量 完全 集 。 

入 的 一 个 子 图 是 所 有 的 点 和 线 都 属于 G-E. E 后 是 
全 前 一 个 于 图 , 则 GR G 的 一 个 母 加 。 一 个 生成 子 图 是 一 个 含 
肌 的 所 有 的 点 的 子 图 。 对 于 的 点 的 任何 一 个 焦 8, 导出 子 图 
O G HA S 为 点 集 的 最 大 的 子 图 ;也 就 是 说 ，8 的 两 个 点 在 
<S》 中 邻接 当 且 仪 当 它们 在 台中 邻接 。 在 图 2.6 中 , Ga 是 人 的 一 
TERTE, ill Gr 不 是 ; Gs 是 一 个 导出 子 图 , 而 Gls 不 是 **。 
iiia Ceren 的 第 一 个 字母 ， 所 以 我 们 用 它 来 记 点 。 有 的 作者 称 它们 
DI Bis Pas rs Pra 
“ annie om on XCXG@)SUWFA, ERY GES 

ZN RRS AS AR, AE! 为 线 集 的 日 的 子 图 


一 一 评注 


TT 


图 2.6 一 个 图 和 二 个 子 图 、 


出 一 个 图 仓 务 去 一 个 志 u FER G UTE G- i h G 
BR o 外 的 所 有 的 点 和 与 轨 不 关联 的 所 有 的 线 组 成 的 。 所 以 ，G 一 
和 是 日 的 不 会 避 的 最 大 的 子 图 。 另 一 方面 ， 由 GG 移 去 一 条 线 色 
产生 一 个 含有 对 中 除 m 外 的 所 有 的 线 的 生成 子 图 G 一 wy。 所 以 ， 
GQ 一 外 是 如 的 不 含 多 的 最 大 的 子 图 。 由 全 移 去 它 的 点 或 线 的 一 
个 集 定义 为 相继 移 去 这 个 集 的 各 个 元 素 。 反 过 来 , 若 姻 与 必 在 好 
中 不 邻接 ， 加 上 一 条 线 wy 产生 他 的 一 个 含有 线 wu 的 最 小 的 母 
图 。 这 些 概 念 可 用 图 2.7 来 说 明 。 


G: G-n: 
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2.7 一 个 图 加 上 或 移 去 一 个 特定 的 点 或 线 。 


对 于 某 些 图 ， 去 掉 一 个 点 或 者 去 掩 一 条 线 或 者 加 上 一 条 线 所 
产生 的 图 与 我 们 选取 鄂 一 个 点 或 者 哪 一 条 线 无 关 ， 对 于 这 样 的 图 


QwOoe 


图 2.8 一 个 图 加 上 或 移 去 一 个 点 或 一 条 线 。 


14 pre 图 
G, 我 们 就 相应 地 用 9 一 2 G 一 6 RE A+ 来 记得 到 的 图 ， 见 图 
2.8, 

2808 (Ulam) ALLE FATAL LU, p. 29] 米 表明 ,G 的 子 图 
G9 一 的 疙 体 * 可 以 给 出 足够 多 的 关于 G 本 身 的 信息 。 

Kah ee SORT TH ptm py3。 车 
对 每 个 入 FOG-6-145 D-H -u Aw, WOH A 
构 。 

有 一 个 与 这 个 猜想 等 价 的 观点 [H29], 即将 p MEER BG 
每 一 个 画 在 一 张 3x5 卡片 上 ,这 个 猜想 就 是 说 , 任何 一 个 图 ,只 
要 由 这 个 图 每 次 去 掉 一 个 点 可 以 得 到 这 些 卡 片上 的 图 ， 这 个 图 就 
RAFO. TE, 乌拉 姆 猪 想 也 就 是 断言 了 , 有 同一 套 卡片 的 任何 
两 个 图 是 同 构 的 。 但 是 ， 我 们 宁可 去 证 明 ， 从 任何 一 套 相 容 的 *** 
卡片 只 能 重 构 一 个 图 。 
2， 通 道 和 连通 性 

任何 一 个 图 的 最 站 本 的 性 质 之 一 是 它 是 否 过 通 。 这 一 节 中 ， 
我 们 要 六 明 连通 与 不 连通 的 图 的 基本 结构 。 

一 个 图 的 一 条 通通 是 点 与 线 的 一 个 交替 序列 to, wz On 
e, Oni Sa Uas 它 以 点 开始 ,以 点 结束 ,其 中 每 条 线 关联 于 直接 
在 它 前 面 与 直接 在 它 后 面 的 这 两 个 点 。 这 条 泛 道 联结 % 与 ww 也 
可 以 记 作 woozaa…wu( 这 样 也 显然 表示 了 组 成 这 条 通道 的 各 条 
线 ); 有 时 也 将 它 称 为 一 条 wn 通道 。 如 果 po 一 ww 它 称 为 是 闭 
的 ; 否则 ， 它 就 称 为 是 开 的 。 车 它 的 所 有 的 线 都 不 同 ， 它 称 为 是 一 
条 迹 。 又 著 它 的 所 有 的 点 都 不 同 (从 面 所 有 的 线 必然 都 不 同 ), 它 
称 为 是 一 条 道路 。 又 车 一 条 通道 是 阅 的 ,而且 它 的 % 个 点 都 不 同 ， 

* Bik (collection) Sh (set) AKL, 总 体 考虑 同一 个 元 素 的 重复 次 数 , 而 集 则 不 考 
Ki. tila, a, 四 与 {0, b, 可是 不 同 的 总 体 , 但 是 同一 个 集 。 本 书 中 有 时 两 者 混 
用 ,而 译文 则 技 实 际 意义 译 出 。 一 一 详 注 
% 奉劝 读者 不 要 试图 去 解决 这 个 猜想 , FABRE RIES HH. 


”这 是 指 一 套 可 以 从 某 个 图 实际 得 到 的 卡片 。 另外 一 个 看 来 也 是 困难 的 问题 是 : 
BERS EN RAT CNR BHA 
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n>8, 则 它 称 为 是 一 个 图 。 
在 图 2.9 中 的 标定 图 如 中 ,viva wo mate 其 一 条 通道 ,但 不 是 
一 条 迹 ; 而 va Oa Vs ty Va Vs 是 一 条 te bs 


W, ARRAN, neater c 
是 一 条 道路 , 而 va va Vs va 是 一 个 
图。 


我 们 用 Cu 记 由 一 个 有 ?个 ° . 
点 的 圈 构 成 的 一 个 图 ;用 P 记 由 2-9 用 以 说 阴 通 道 的 一 个 图 。 
一 条 有 个 点 的 道路 构成 的 一 个 图 。03 常 称 为 一 个 三 角形 。 

车 一 个 图 的 每 一 对 点 都 由 一 条 道路 所 联结 ， 这 个 图 就 称 为 是 
连通 的 。G 的 一 个 最 大 的 连通 子 图 称 为 一 个 连通 支 ， 或 简称 为 a 
的 一 个 交 。 于 是 ,一 个 不 连 遂 的 图 至 少 有 二 个 支 。 图 2.10 中 的 图 
GELS 


JHA AV 


图 .如 一 个 有 10 个 支 的 图 


一 条 通道 ovr ts KAE n, 吕 也 就 是 这 条 通道 中 前 线 的 
数 月 。 一 个 图 G HRADE RA G HAREK EE E gG), 
BAGWAK, G 中 任何 一 个 最 长 的 图 的 长 度 称 为 邓 的 周 长 
c@), ER, MEG TRAE, 这 两 个 名 词 就 没有 定义 。 

对 子 G# 中 的 两 个 点 怪 与 w 当 存 在 联结 人 和， 的 道路 时 ,这 种 
道路 中 最 撼 的 道路 的 长 度 称 为 & 与 ?之 间 的 距离 ee v), 如 果 不 
存在 联结 和 % WAR, M d(u, 9) 一 co。 在 一 个 连通 图 中 , 距离 
是 一 个 度量 ; 也 就 是 说 ,对 所 有 的 点 & v F w, 

1. alu, vo) 20, HAMA um ont, dlu, v) = 0; 

2. dlu, v) =d(v, u); 
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3. dlu, v) +alv, w)>d(u, wo 

一 条 最 短 的 w。 道路 常 称 为 一 条 测 地 线 。 一 个 连通 图 全 中 任 
何 一 条 最 长 的 测 地 线 的 长 度 电化 日 的 直径 46)。 图 2.9 中 的 图 
G HK 93, ik c-4 MB d=2, 

HAGE RTA, EA VIG) HV @, | 
AY u, vA Ht dlu, 们 <2 时 , w 和 w 在 6F 中 邻接 。 类 似 地 可 
PAGER G RUE GS, GY, +, 


3.8 


AG PIAA o RRA AA A, E h 
Rdg w。 因 为 每 一 条 线 与 二 个 点 关联 ， 所 以 加 上 一 条 线 就 使 得 
各 点 的 度 的 和 增加 2。 于 是 我 们 得 到 了 属 于 欧 拉 [E6] 的 一 个 结 
果 , 这 个 结果 是 图 论 中 的 第 一 个 定理 ! 

定理 &.1 一 个 图 GG 的 各 个 点 的 度 的 和 是 线 的 数目 的 二 偿 ， 

‘Edeg yw 一 2g。 (2.1) 

系 2.1(a) 在 任何 一 个 图 中 , SAH ARAB MR 

在 一 个 (p, DRH, MEA 0, O<deg v<p—-1, 的 名 个 
点 中 的 最 小 的 度 记 作 min deg 9 或 8(G), 而 最 大 的 度 记 作 4(G) 
一 max deg G, MRO) =4CG) =r, M G HAAB KK EAA 
等 , 这 时 GRE r BEERNS, ERRE FRNA G 的 度 , 并 
且 记 作 deg =r, 

一 个 0 庶 正 则 的 图 根本 就 没有 线 ; 车 GG 是 工 度 正 则 的 ， 则 每 
TERRA- RR EG 其 2 度 正则 的 , 则 每 个 支 是 一 个 立 ; 这 些 
命题 的 逆 命 题 当然 也 都 成 立 。 第 一 种 布 意义 的 正则 图 是 那些 度 等 
于 8 的 图 , 这 种 图 称 为 三 次 图 。 图 2.11 中 画 出 了 二 个 有 6 个 点 的 
三 次 图 。 其 中 第 二 个 图 与 图 2.5 中 的 三 个 图 的 每 一 个 都 同 构 。 

系 &.1(b) 每 一 个 三 次 图 都 有 偶数 个 点 。 

为 了 方便 起见 ， 我 们 给 度数 较 小 的 点 都 取 个 名 字 。 著 


* 有 时 你 为 价 (valeney) 。 
”请 项 省 记 住 , 我 们 在 课文 中 并 不 绽 出 所 有 的 定型 的 证 明 ( 见 序 )。 
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2.11 有 6 个 点 的 三 次 图 。 
deg o=0, Fk o J. 05, 9 dego=—1, #0 — THR, 


4. 拉 姆 齐 问题 


一 个 现在 已 经 非常 有 名 的 难题 ( 拉 姆 齐 问题 ) 可 以 用 下 列 形 式 
KER: 

试 证 在 任何 一 个 有 6 个 人 的 组 里 ,存在 三 个 人 互相 认识 ,或 者 
存在 三 个 人 互相 不 认识 。 

这 种 情况 可 以 用 一 个 图 OKRE, HHA 6 个 点 来 代表 人， 
并 且 用 邻接 性 来 代表 认识 关系 。 这 禅 一 来 , 这 个 问题 就 是 要 证 明 ， 
GG 有 三 个 互相 邻接 的 点 或 者 有 三 个 互相 不 邻接 的 点 。 一 个 图 号 的 
补 图 他 也 是 以 卫 (G) 为 点 集 的 一 个 图 ， 但 是 两 个 点 在 他 中 邻接 当 
且 仅 当 它 们 在 台中 不 邻接 。 在 图 2. 了 2 中 ,G 没有 三 角形 ,而 他 由 
正好 二 个 三 角形 所 组 成 *。 一 个 自 补 的 图 是 和 它 的 补 图 同 构 的 图 。 
CAB 2.13), 

完全 图 区 ,是 有 Pp 个 点 ** 而 且 每 一 对 点 都 邻接 的 图 。 于 是 下， 


图 2. 志 ”一 个 图 和 它 的 补 阁 。 


Ko) 于 中 就 需要 处 理 它 的 性 质 , 并 且 紧 限制 某 些 定 旦 只 将 寺 非 空 的 图 成 立 。 但 
是 我 们 将 这 个 概念 看 作 是 没有 点 。 
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|_| 


图 .1; 灌 小 的 非 平 及 的 自 补 图 。 


有 ( 扫 ) 条 线 ,而 县 是 Gp 一) 庶 正 则 的 。 如 我 们 已 经 见 到 ,下 称 为 


一 个 三 角形 。 图 下 , 是 全 不 连通 的 ,而 且 是 0 度 正则 的 。 
利用 上 面 给 出 的 这 些 术 语 , 拉 姆 齐 问题 可 以 重新 叙述 如 下 
定理 2.2 对 任何 一 个 有 6 个 点 的 图 G，G 中 或 局 中 含有 一 
个 三 角形 。 
[证 明 ] 令 o 是 有 6 个 点 的 一 个 图 G 中 的 一 点 。 因 为 4 与 
G 的 共 余 5 个 点 或 者 在 好 中 邻接 , 或 者 在 他 中 邻接 。 我 们 可 以 不 
失 一 般 性 地 假定 ， 有 三 个 点 好， ve, oe AG PA o 邻接。 如果 这 
些 点 中 有 任何 两 个 点 邻接 , 则 它们 与 2 就 是 一 个 三 角形 的 三 个 点 。 
如 果 其 中 不 存在 丽 个 在 愉 中 邻接 的 点 ， 则 t ta ts 就 是 如 中 的 
一 个 三 角形 的 三 个 点 。 
定理 2.2 的 结果 提出 了 一 个 一 般 的 问题 ， 求 一 个 最 小 的 整数 
rim, n), 使 得 任何 有 7《m, 中 个 点 的 图 一 定 含有 Kn 或 者 Kao 
数 7?《m, DRAEK" 当然 有 7(m, n)=r(n, m), R 
拉 姆 齐 数 的 问题 还 没有 解决 ， 而 厄 尔 多 斯 (Brdis) 和 杰克 斯 (Sze- 
keres) [ES1] 已 经 得 出 了 一 个 简单 的 界 ; 
mtn —2 
r(m, »<( ). 
m1 
这 个 问题 是 由 拉 姆 齐 (Ramsey) 的 一 个 定理 引起 的 。 一 个 无 
限 图 ** 的 点 集 是 无 限 的 并 且 没有 环 和 多 重 线 。 拉 姆 齐 [R21 (用 
FTAs (Canterbury) KF BABS tji Erank 
MOLAR. lm, mM PT OVE RA me A BT CEL AT I 
如 每 尔 (Halij[H7, p. 55] 。 


RR MON, ARETE 个 图 。 纳 什 -威廉 斯 (Nash Williams) 
已 经 写 了 一 篇 论述 先 限 图 的 综合 佬 文章 [N3]。 


(2.2) 


se 图 1 
集 论 的 语言 ) 证 明了 每 个 无 限 图 含有 So 个 互相 邻接 的 点 或 者 S 
个 互相 不 邻接 的 点 。 
HUET oh (Graver) FID ye x (Yakel) hi Si @ XH GYI], 
HE 2.1 PAT PH EAR RET Be, 


表 2.1 拉 姆 齐 数 
n i m 
5SN 2 3 | 4 | 5 1 6 | 7 
2 2 3 4 ， 5 | 7 
3 joa 6 | 9 | 14 | 18 | 23 
4 ' 4 9 18 | : 
5. RB 


FIJE = (Turán) [19] 的 有 名 定理 是 极 图 理论 领域 里 的 先 
I, LEMS], 如 通常 那样 ， 令 [站 是 不 超过 实数 了 的 最 大 的 整数 ， 
Wirk=—L-c], 它 是 不 小 于 了 的 最 小 的 整数 。 

定理 2.8 所 有 有 ?个 点 而 没有 三 角形 的 图 中 最 多 Ep4 
条 线 。 

DEW] HFPA p 这 是 显然 的 。 可 以 分 别 对 奇 的 p 和 侦 
的 2 给 昌 一 个 归纳 的 证 明 。 在 这 里 ， 我 们 只 给 出 后 者 。 假 定 对 
所 有 侦 的 p<2n 定理 成 立 ,我 们 证 明 对 于 p=2%+2 定理 也 成 立 。 
令 G 是 一 个 有 p=2%+2 个 点 而 没有 三 角形 的 图 。 因 为 不 需要 海 
RG ASAE, RG ABT RRM Ale, FRG = 
G-{u, 中 有 2% 个 点 并 且 也 没有 三 角形 ， 所 以 由 归纳 法 假设， 
至 多 有 [4m3/4 和 一代 条 线 。G 在 此 外 还 能 有 几 条 线 呢 ? 不 能 有 一 
个 点 名 使 得 4 和 % 渍 和 邻接 , 因为 这 样 一 来 uv, wR G p 
的 一 个 二 角形 的 三 个 点 了 。 所 以 , 如 果 久 与 9' 中 的 天 个 点 邻接 ， 
?至 多 只 能 与 G 中 的 2% 一 个 点 邻接 。 于 是 刀 中 线 的 数 睛 全 多 
十 

nit (2n k) +12? + nt t=73/4= A] 
为 了 完成 证 明 , BRAN AHS RA p WEW, 存在 -个 没有 三 
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角形 的 Cp, p23/ 人 网。 这 样 的 一 个 图 可 以 构成 如 下 取 各 有 2/2 个 
RRRA V 和 Va K Pz 的 每 个 点 与 Vs 的 每 个 点 联结 起 来 。 
对 于 p=6, 这 就 是 网 2.5 中 的 图 全。 

如 果 一 个 图 G 的 点 集 玉 能够 划分 为 两 个 子 集 V1 和。, 使 得 
的 每 -条 线 都 联结 V 与 Ps 中 的 各 一 个 点 , 则 人 名 称 为 一 个 双 图 
(或 二 部 图 )*。 例 如 ， 图 3.14(a) 的 图 可 以 重新 本 成 图 2.14(8) 的 
样子 , 这 样 就 可 以 看 出 它 是 一 个 双 图 。 


in 
a wom 
f i 
we on end 
i Ma 站 Wa 
w a 
@) D 
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ARAG PERAR ARE V SVRAB R, WAGA 
一 个 完全 双 图 。 若 六 MV 各 有 m MNAR, RIE G= E ma 
=K (m, n), TEBE KR, BAS EGA", BR, Kn E 
mn KR, WA Bp We, K(p/2, pDA PRR BON 
HH, K(Lp/21, {p/2) BL p/2]+{p/2}=(p7/41 RR. HAE 
# (Konig) [K10, p. 1 的 的 一 个 定理 可 以 得 到 ， 所 有 双 图 都 没有 
三 角形 。 

定理 2.4 一 个 图 当 且 仅 当 它 的 所 有 的 赔 的 长 度 是 偶数 时 是 
一 个 双 图 。 

[证 明 ] 车 人 是 一 个 双 图 , 则 它 的 点 集 太 可 以 划分 成 两 个 集 
Vi 与 Fa ERG WH -RARE V 的 一 个 点 与 了 as 的 一 个 点 。 于 


得 格力 可 改色 图 (biooloraple graph), 对 图 (pair graph), (RG (even graph) 3 
等 。 
AE y nca f, EA D (Hofman) (148) th Kin WUE (Claw) Bs AS OTM HR 
(Rényi) [ERI #2 WIRY (cherry) (5. 


6. 交 图 žä 


BE G PARE vata a, 必然 是 它 的 下 标 为 奇数 的 点 在 
例如 Pap, RARE Veh, AH Rb mS 

RZ, RATA FM CRA aT 
以 分 别 考虑 它 的 每 一 个 支 )。 和 企 取 一 个 点 性 EP， 又 令 Vah v Al 
所 有 与 wm 前 距离 为 偶数 的 点 记 组 成 ， 而 VaV -V EF O W 
所 有 前导 的 长 庶 帮 是个 数 ， 可 得 人 的 每 一 条 线 都 联结 Vi 的 一 个 
点 与 的 一 个 点 。 因 为 ， 如果 有 一 条 线 ww 联结 了 Pa 的 两 个 点 ， 
ABA, 从 如 到 4 的 测 地 线 ， 从 各 到 4% 的 测 地 线 和 线 wo 这 三 者 的 
并 中 含有 一 个 长 度 为 奇数 的 圈 。 这 是 一 个 着 盾 。 

定理 2.8 是 “级 图 理论 ”中 的 一 个 问题 的 第 一 种 情形 ， 对 于 一 
个 给 定 的 图 扣 ， 求 有 允 个 点 而 不 含 禁用 子 图 H 的 一 个 图 中 最 多 
能 够 含有 的 线 的 数目 ， 记 为 exp, H), M23 RE H ex(p, 
达 9) 一 [py 和 。 极 图 理论 中 的 另外 一 些 结果 [LE3] 是 ， 


ex(p, Op) =1+ (9—1) (p—2)/2, (2.8) 
ex(p, Kya) =[p?/4], (2.4) 
ex(p, Kaata) =[p7/4]. (2.5) 


托 兰 [T8] 推 广 了 他 的 定理 2.3, 他 对 所 有 的 n<p， 求 出 了 ox 
P, Ka 


xp, KERET) eO 


其 中 , p=r(med(@—1)) H O<r<n—1, 3 g & (Motekin) A HM 
特 劳 斯 (Straus) (MSL) TP aR — PAE 

我 们 还 知道 ， 每 一 个 (2n, DAS APSR, BOP 
Q, P-D AE p= 6 时 含有 两 个 不 相交 的 圈 ， 每 一 个 (3w， Bn? 
+DASH n PREST 4B 


6. 28 


SS RTH, P= {Sa 82, 0, SE SBE TE 
FSR ERE, 这 些 子 集 的 并 是 S, FRB, IDO), 定义 为 
VQ) =F, 4 itj H SNS ORS BS, BR. Tie, WR 
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存在 3 的 子 集 的 一 个 族 耳 , 对 于 这 个 族 , GQ), 就 称 图 如 是 
六 上 的 一 个 交 图 。 现 在 叙述 一 个 关于 交 疼 的 早期 的 结 央 LN 。 

定理 2.5 但 一 个 图 郁 是 一 个 交 图 。 

DEW] 对 于 马 的 每 一 个 点 加 Q SE do GRF v i 
线 的 集 的 并 。 于 是 立即 可 以 得 到 , CHOP) AW, 其 中 PH 
{Sto 

有 了 这 个 定理 , 我 们 就 可 以 定义 另外 一 个 不 变量 。 给 定 的 图 
日 的 交 数 (G9) 是 构成 一 个 集 S 所 需要 的 最 少 的 元 崇 的 数 自 ， 而 
使 得 9 是 8 上 的 一 个 交 图 。 

系 2.5(a) He, DE G EEN, p>, M oS 

[证 明 ] 在 这 种 情形 下 ， 可 以 从 定型 的 证 明 中 所 用 到 的 各 个 
RS PBST AMA, 于 是 S=X (0) 

R26) 车 从 有 go 个 孤立 点 , 且 没 有 区 £, M ol) <q 
十 Poo 

下 而 这 个 结果 告诉 我 们 什么 时 候 可 以 达到 系 2.5(a) 中 的 上 
Fro 

定理 2.6 令 G 是 一 个 有 p>3 个 点 的 连 双 图 , 则 当 且 仪 当 合 
中 没有 三 角形 时 ,ofG) =g 

CEH] 我 们 先 证 充分 人 性 。 因 为 有 了 系 2.5Ca), 只 要 证 明 对 
于 任何 一 个 至 少 有 四 个 点 而 没有 三 角形 的 连通 图 从 有 (GD) >g 
就 好 了 。 按 交 数 的 定义 ，@G 同 构 于 在 一 个 集 S 上 的 一 个 交 图 ， 而 
1S1=wm(9)。 对 于 G 的 每 个 点 we + SMM, 因为 G 没 
有 三 角形 ， 所 以 8 中 没有 一 个 元 素 可 以 属于 二 个 以 上 的 集 So M 
E, SNS) #0 4 ARH wewy 是 的 一 条 线 。 于 是 我 们 可 以 在 @ 
的 线 与 号 的 那些 属于 正好 二 个 集 S 的 元 素 之 间 建 立 一 个 一 一 对 
Rio Mili o(@) = (S| >g, 因此 w(G) 一 ge 

为 了 证 明 必 要 性 , & ola) =9, 并 且 假定 他 有 一 个 三 角形 。 再 
令 后 是 各 的 一 个 最 大 的 没有 三 角形 的 生成 子 图 。 由 上 一 段 可 
M oG) =m lX (a)l RE hR), iit F ERTER 
为 外 的 集 咏 的 子 集 的 一 个 族 。 令 2 是 @ 的 一 条 不 在 a 中 的 线 。 


65. 交 图 23 


考虑 Ga- Gite, BY Gr 是 一 个 最 大 的 没有 三 角形 的 生成 了 图 ， 
Go 中 一 定 有 某 个 三 角形 , PAN us uats, HP = en, 用 Ss, Se. Sa 
来 记 的 相应 于 on, ta, w FRB, WE, BA oe EG Ag 
ty Ait ua BRE, 用 一 个 从 81 介 ,中 选取 的 单元 素 集 来 代替 5, 并 
且 将 这 个 元 素 加 入 Sa。 否则， 从 San Ss 中 选 出 任何 一 个 元 索 加 
A Se RWB So 无 论 在 哪 一 种 情形 . KRAB S 的 不 同 的 
子 集 的 一 个 族 F, EEG OP), FR oep. ME, 
[EG jentil, WRG EG, 就 已 经 证 好 了 ; 而 如 果 GAG, A 
令 
1X (| -1X (Ga) |=, 

TUAR, GEER +9o 个 元 素 的 一 个 集 上 的 一 个 交 图 *。 然 
而 ,gigo=9 一 1 于 是 wlG) <a, 证 毕 。 

图 的 交 数 最 早 是 用 顾 尔 多 斯 ， 古 德 曼 (Goodman) A i E 
(Pósa) [EGP 了 I 所 研究 的 。 他 们 得 十 了 有 给 定数 日 的 点 的 图 的 交 
数 的 最 佳 可 能 上 界 。 

定理 2.7 对 于 任何 一 个 有 2>4 个 点 的 图 名 

oo) <[p*/4], 

他 们 的 证 明基 本 上 和 定理 2.3 的 证 明 一 样 。 

可 以 对 每 一 个 图 定义 一 个 依 哲 于 这 个 图 的 完全 子 图 的 交 图 。 
一 个 图 前 一 个 团 是 一 个 最 大 的 完全 子 图 。- 一 个 给 定 药 图 从 前 田 
BEE GAS ABE Ze, 例如 ,图 2.15 中 的 图 他 显然 以 也， 作 
为 它 的 团 图 。 然 而 ， 并 不 是 每 个 图 都 是 某 个 网 的 团 图 。 哈 梅林 充 
(Hamelink) [H9] 已 经 证 明 , 图 2.15 中 的 图 G 就 是 一 个 反例 ! 开 . 
FARA J 斯 潘 塞 网 网 给 出 了 团 几 的 特征 ***。 

定理 2.8 一 个 图 G 是 一 个 留 图 当 且 仅 当 它 食 有 完全 子 图 的 
C REKOA CCNA wy, FY MUA 5 ASEAN 

ADBER cu, BERMA do 个 元 素 ,得 到 一 个 新 的 误 Pi, 有 CaP), 

TISU feu} | =t tgo 一 -译注 

"每 一 个 团 看 作 它 的 点 的 集 。 一 译注 
“™ Mm Fred S. Roberts, Joel H. Spencer, A Characterizationof Clique Graphs, 
J. Combinatorial Theory, Sar. B, 10 (1973), 102~108, 一 一 译注 


24 la 图 


图 2. 相 ”一 个 图 积 它 的 团 图 。 


一 个 族 F, ENBE G, HE WE PF IRAP F HE 
完全 子 图 的 交 非 空 ,网 F fey ATOR RAR 

附 记 

本 译 (Benzez) [B 纪 在 生物 遗传 学 的 领域 中 发 现 了 交 图 的 一 
个 特殊 族 。 他 建议 将 代表 一 个 细菌 染色 体 的 一 囊 基因 罩 作 实 轴 上 
的 一 个 闭 区 间 。 IIP (Hajós) [也 为 独立 地 提出 ， 对 区 间 S: 的 每 
TARIR F, 可 以 定义 一 个 图 。 用 交 图 的 语言 来 说 , 这 个 图 正好 
就 是 QCLF)。 一 个 区 间 图 是 同 构 于 茶 个 图 QCF) 的 一 个 图 ,其 中 名 
是 一 族 区 间 。 勒 兰 特 (Boland) 和 勒 可 可 可 (Lekkerkerker) [BL2], 
吉尔 摩 (Gilimore) 和 置 夫 曼 [GH 引 给 出 了 区 间 图 的 特征 。 


了， 图 的 运算 

能 几 较 小 和 较 简 单 的 图 来 表达 一 个 给 定 的 图 的 结构 是 很 方便 
的 。 对 经 常 出 现 的 图 也 值得 给 一 个 简单 的 记 法 。 我 们 已 经 引入 了 
完全 图 K, 和 它 的 补 图 Ky, 图 Co 道路 P, MEERA Kw, no 

本 节 中 ,图 Ga 和 ty 分 其 有 不 相交 的 点 集 六 .了 MRR Xi, 
Xoo 可 以 想得到 , BANG UG ELAV =V UVa X 
=X1U Xa BAK Zykov) [2 所 定义 的 它们 的 联 是 由 全 UG， 
和 所 有 的 联结 Va A Va 的 线 所 组 成 的 图 ， 记 作 全 十 Ba。 特别 有 
Kast Kat Kao WT Ga 一 天: 一 Ps M Ge Kam Ps, 这 些 运算 
用 图 2.16 来 说 明 。 

"HRAT ARARA DRRR IRRE, 


Ti OS 


Gi G; GG Ct Ge 


图 .16 两 个 同 的 天 和 联 。 


对 于 任何 一 个 连通 图 G, RIJA nG 来 记 由 nn 个 与 合同 构 的 
RHR. FÆ, 如 同 在 [HP1 幻 中 一 样 , 我 们 可 以 将 每 个 图 写 
成 Un ATER, Hey oe GG, 不同。 如 图 2.10 中 的 
不 连通 图 是 4K1U3KsU2KsU Ky a0 

有 几 种 出 图 Ga 和 Ga 进行 的 运算 , 其 中 产生 的 图 G 的 点 集 是 
SE ILAV XV 2, RHETT A EUR, 见 赛 别 度 西 
(Sabidussi) [S5]) 和 合成 [H21] (或 字典 式 积 ， 见 赛 别 度 西 [86])。 
其 余 的 积 这 一 类 的 运算 * 由 哈 拉 下 和 威 尔 科 多 斯 (Wileox)[ 昌 驳回 
所 发 展 。 

ATHERRAXG, BBVHVXVs 中 的 任意 两 个 点 w= 
(tz, uP v= (0, Ca), Hi =o E E uadjea] R a= v A 
uz adjuk} u fl o G-a ha, 图 2.17 中 画册 了 = 
Pa 和 Ga= Ps 的 积 。 

SR = GJ V = Vix Va WER AR, Til u- (tr, ua) 
Al v= (vr, va) 4 [u adjon] R lum a WR djol NE, a 


n Ond od wd 


A d va 
Gt 6: bf o y GXGr 


a Cnu) em) Pra) 
A217 BARI. 


* AEBAK ERABI Weichsel) [WO], X tigt a (Moindrew) [M 
TI MELAS CCxanth) DATI], 343E (Prualài) (B17) 和 在 贝尔 热 
[B18, p. 287, 奥 尔 [O5, p 95] 以 及 德 (Tea) 和 约 (Yap)[TYI] 中 所 定义 的 其 
RREME 


2 AE 图 


图 2.17 中 的 两 个 图 Gr 和 Gs, 两 种 合成 G1[Gs1 和 IREE 
图 2.18 中 ,它们 显然 并 不 同 构 。 


GG 


Con ma) Wut) a] X 


图 2.18 图 的 两 种 合成 。 
车 的 和 Ga 分 别 是 (pz 92) FAA (Do, go) E, 则 对 于 上 面 讲 过 


的 每 一 种 运算 , 可 以 计算 出 运算 结果 的 图 中 的 点 和 线 的 数目 。 这 
eMC A BEF SOP, 


R22 图 的 二 元 运算 


运算 | 点 的 数目 | BHR EB 
并 UG Mtp | ttg 
HK GitGa Pte tds +P Bo 
BL Gx Pipa | Pita hPa 
合成 Geal Pipa | Pitt Pid 


完全 兄 部 图 区 (Ph, pry s Pn)ERLAR UK RAK tent 
Emo CBRE En 个 点 和 Diespips 条 线 。 

一 族 特 别 重要 的 图 称 为 方 体 ,， 它 册 积 来 定义 最 为 自然 。 mr- 方 
th Q, 递 推 地 定义 为 Ke, @,= 开 2:Xx@, ie 于 是 @ 有 2r 个 点 ， 
它 的 点 可 以 用 aaa a, 来 标定 , PR a EO RAL, WME Q 
的 两 个 点 的 二 进位 表示 式 中 只 有 一 处 不 同 , 则 它们 邻接 。 图 2.19 
中 遂 出 了 已 经 经 过 适当 的 标定 的 2- 方 体 与 3- 方 体 。 

MERG 与 吾 有 下 列 性 质 : 将 全 前 一 个 任意 点 与 吾 的 一 个 
任意 点 等 同 起 来 只 产生 唯一 的 图 (直至 同 构 )， 则 将 这 个 图 记 作 
GH., Him, ÆR 2.16 中 , G-KaKs, MÆR 2TH, Go 


19 tt 


ol u 


oo 
Q: ax 
000, 
2 ® AS 
100 110 
图 2.19 两 个 方 体 。 
= Ks Ks,, 
习题 * 


2.1 夯 出 所 有 有 所 个 点 的 图 (然后 与 附录 鞋 中 给 出 的 图 解 对 
FA). 
2.2 HGH SFA Gea- BATE, HK, 
=v, Gam Pa UK, Gae Ky.s, = G5= Ks 
2.3 每 一 条 长 度 为 奇数 的 闭 遂 道 含有 一 个 图 ”*。 
2.4 证 明 或 再 定 : 
a) 联结 两 个 点 的 任何 两 条 不 同 的 通道 的 并 含有 一 个 圈 。 
D 联结 两 个 点 的 任何 两 条 不 同 的 道路 的 并 含有 一 个 轿 。 
2.5 一 个 图 G# 是 连 捞 的 当 且 仅 当 对 于 将 了 分 成 两 个 了 集 
Vi 与 六 的 任 僻 划 分 有 他 的 一 条 联结 Va A A A Va 1 — 
点 的 线 。 
2.6 HEG Hy, =m, CURES Pau, 起 是 多 
少 ? 
2.7 若 卫 ?~G, 图 瑟 就 是 全 的 一 个 平方 根 。 一 个 有 多 个 点 
MAG 有 一 个 平方 根 当 且 仅 当 它 含有 了 个 完全 子 峡 Gh, 使 得 
1. mEGs 
2. wwE Gy MARY EG, 
* 陈述 - -个 命 是 就 是 要 求证 明 它 。 用 黑体 数学 编号 的 习题 是 比较 难 的 , TME 
个 显 导 的 习题 是 最 医 难 的 。 


28 H 


3. 8 的 每 -一 条 组 在 某 个 G 中 。 
(9248 14381 (Mukhopadhyay) [M18]) 
2.8 -MAUER d AAT SEPA BE BS E a SY 
PAH: 
1) 8 的 任意 两 个 点 之 问 的 距离 荐 一 个 整数 ; 
2) Hau, 0) >2, 则 有 第 三 个 点 各 使 得 dQ, w) tal, o) 
=d(u, v)o 
(BL Kay) WAR By (Chartrand) (K01]) 
2.9 在 一 个 连通 图 中 , 任何 西 条 最 长 的 道路 有 一 个 公共 点 。 
2.10 TEMERE: 在 每 一 个 连通 图 中 , 所 有 最 长 的 道路 有 
一 个 公共 点 。 验 证 图 2.20 表明 这 一 点 。 
( 沃 塞 尔 CWalther) [W4]) 


图 2.20 习题 3.10 的 一 个 反例。 


2.1 每 一 个 直 向 为 吕 和 围 长 为 24 二 的 图 是 正则 的 。 
(484445 i (Singleton) [S13] ) 

212 令 邓 是 一 个 (2 人 9) 图 , 它 的 所 有 的 点 的 度 为 天 或 下 上 
BGR w> MEW h WARNA pe PER ETL, We 
+1) p—2¢6 

2.138 Hë PA MPA (n>3) 而 没有 三 角形 的 三 次 
图 。 

214 BERTH (G> (p—1)/2, NE BN, 

2.18 HG Ra, WG RETH. 


2.16 
2.17 
2.18 


2.19 


2.20 


数目 。 
2.21 


2.22 


2.23 
分 )。 

2.24 
K ([p/2], 

2.25 


每 一 个 自 补 图 有 dn 或 知 十 1 个 点 。 
通 出 有 8 个 态 的 所 有 4 个 自 补 疝 。 
每 一 个 非 平 凡 的 捍 补 疼 的 志 径 为 2 式 3。 
Cok AK Ringel) [R11], 萨克斯 (Sachs) [88]) 
Ry RW RRR, 
rm, n<r(m-1, a)+r(m, n—1), 
EK & Bi TE4]) 
求 一 个 有 Pp 个 点 而 没有 个 数 长 度 的 国 的 图 中 线 的 最 多 


找 出 不 会 Ka 的 各 个 极端 图 。 
( 托 兰 [T8]) 
每 一 个 (p, 2 十 办 图 含有 两 个 线 不 相交 的 回 。 
EREMIE) 


唯一 的 没有 三 角形 的 (p，[2/ 币 ) 图 是 玉 ([p/21, {pf 


证 明 或 否定 ， 有 有 2 个 点 而 交 数 最 大 的 唯一 的 图 是 
{p/2}) 
满足 下 列 条 件 的 最 小 的 图 是 八 面体 Kia Os, 这 个 条 件 


是 ， 它 询 每 一 条 线 在 至 少 二 个 三 角形 中 ,但 有 某 条 线 不 在 Ky 中 。 
把 这 个 图 构造 出 来 。 


2.26 
2.27 


( 特 台 两 (Tedosohi)》 
KoKo), wlOs+ Ky), o(Crt+C,) 和 o(G,) o 
证 明 或 否定 


a) G WARA ARE oC), 
b) G MHWL TF w0) 


2,26 


证 明 在 一 个 有 了 个 点 的 图 中 , 最 多 有 Po 个 团 , 其 


H p-4=3r+s, 3=0, 1382, 


2.29 
2.30 


(EA (Moon) #1544 (Moser) [MM1]) 
ZAKEN 4 HATA BE TRS NF 
& a(n) RARE Fi RP AL — Ta a Be 


30 第 一 章 图 
A. WEF: 
a 2 3 4 5 
s(n) | 4 | 6 | so 14 

(六 渗 (Danzer) 和 克利 (Klee) [DK1]) 

2.31 TRB, 车 的 和 Gs 是 正则 的 ， 则 下 列 各 图 也 是 
正则 的 : 2) GitGs, b) GX Ga 06) GilGe]. 

2.82 ”证 明 或 否定 ; FANG 是 二 部 的 ， 则 下 列 各 图 也 是 
二 部 的 : a)Ga 十 Ga DGX Gs, o)Ga[Ga] 。 

2.33 证 明 或 否定 : 

a) GF = G+ Gay 

b) Gx Gs =G, x Gay 

DRACA =G.14], 

2.84 a) 计算 下 列 各 个 图 中 国 的 数目 ; (a) Ont Ka, Ko 
(6) Enno 


(nie eA SER HMI 

D 这 三 个 图 的 每 一 个 中 , 线 不 相交 的 圈 最 多 有 几 个 ? 

(ERAH, Sih (Gollor) MARIS EK (Hodetniomi) [CGH2]) 

2.35 WEG, MGs 的 结合 GAGs Vax Va 为 点 集 , 且 

u= (uz, Ua) Al v= (a1, va) 4 ALY madjo M usabjoa 时 邻接 。 
则 在 Gy 和 Ga 连通 时 ， 当 且 仅 当 Ge Gee Ooms: 时 OX Gey 
入 Ga 成 立 。 


= 


( 米 勤 (Miter) [M11]》 
2.36 两 个 连通 图 的 结合 GAGs 当日 仅 当 @ 中 或 Ga 中 有 有 
HEE 
"2.87 (lL r=2, 3, 了 可 能 还 有 时 ,存在 一 个 有 天 二 个 
点 而 直 和 多 等 于 2 的 了 度 正 则 图 。 GER SE Ae He A A [HSL 
"2.88 “AMY GH Ks, Kyx Ka, 2K 20, RE EN 
的 补 图 之 一 时 ， 有 = 2 个 点 的 图 9 具有 性 质 ， 对 每 个 名 个 点 的 
RS, FAFAO -S 
( 遍 利 (Kelly) 和 梅里 尔 (Merriell) [KML 


ed 


po 


第 三 章 R 


他 不 仅 象 他 爸爸 ， 
简直 就 是 他 爸爸 本 人 。 
— E 相克 


有 些 连 通 图 移 去 了 一 个 点 就 不 连通 了 。 这 种 点 称 为 制 点 。 杭 
消 这 种 点 的 分 布 对 认识 一 个 过 通 图 的 结构 很 有 帮助 。 有 类 似 前 联 
结 人 性质 的 线 称 为 桥 。 一 个 图 中 由 制 点 联 在 一 起 的 各 个 部 分 称 为 它 
的 块 。 我 们 先 给 出 这 三 个 粕 念 的 特征 ， 然 后 研究 出 一 个 给 定 的 图 
得 出 的 两 个 新 图 : 它 的 块 图 和 割 点 图 。 


卫 ， 划 点 . 桥 和 块 


一 个 图 的 一 个 割 点 是 这 样 一 个 点 ， 移 去 它 以 后 使 剩 下 的 图 的 
支 的 数 月 比 原 来 的 图 有 所 增加 ， 一 条 桥 也 是 具有 类 似 人 性 质 的 一 条 
线 。 于 是 , 如 果 "是 一 个 连通 图 人 的 一 个 割 点 , 则 @# 一 "是 不 连通 
的 。 不 可 分 图 是 连通 的 , 非 平 凡 的 而 且 没 有 割 点 的 图 。 图 的 .一 个 
决 是 一 个 最 大 的 不 可 分 子 图 。 若 G 是 不 可 分 的 ，G 本 身 常 常 就 称 
为 一 个 块 。 

在 图 3.1 中 ，% 是 一 个 制 点 面包 不 是 ，% 是 一 条 桥 而 y 不是; 
它 的 妈 个 块 已 经 分 开 疝 出 。 一 个 图 的 每 一 条 线 恰 在 它 的 一 个 据 
中 ,而 且 不 是 弧 立 点 也 不 是 割 点 的 每 个 点 也 是 这 样 。 此 外 ,G7 的 任 
何 一 个 圈 上 的 各 条 线 都 局 于 同一 个 块 。 于 是 特别 地 ,一 个 图 的 拨 
将 它 的 线 和 于 划 分 成 各 个 组 ,其 中 圈 看 作 是 线 的 集 。 KENY 
三 个 定理 提出 这 些 概念 每 一 个 的 几 个 等 价 条 件 。 

定理 8.1 令 。 是 连通 图 GF 的 一 个 点 。 下 列 陈述 是 等 价 的 

QD BE HTM, 


A ac] -V 


图 3.1 一 个 图 和 它 的 块 。 

(D) 存在 与 4 不 同 的 两 个 点 % 和 w, 使 在 每 一 条 sw 道路 

Eo 
(3) 在 在 一 个 将 点 集 玉 一 {中 分 成 子 集 口 和 画 的 划分 , 使 对 
任何 两 点 &E 和 wE 琴 ,点 ?在 每 一 条 人 妇 凤 道路 上 。 

[证 明 ] (四 素 含 (3)， 因 为 是 G 的 一 个 割 点 ， 人 -4 是 不 
连通 的 ， 它 至 少 有 二 个 支 。 令 芯 由 其 中 一 个 支 的 点 构成 , W 由 其 
余 的 点 构成 , 从 而 形成 一 {0} 的 一 个 划分 。 于 是 任何 两 点 wED 
和 wE 邢 在 Gv 的 不 同 的 支 中 。 因 此 保 中 每 一 条 Ww 道路 仿 
有 %。 

(3) 比 会 (2 因为 (2) 是 (8) 的 一 个 特殊 情形 ， 所 以 立即 可 
得 。 

DAAD. 车。 在 GG 中 的 每 一 条 联结 4 和 ww 的 道路 上 ， 
则 在 G 一 % 中 不 能 有 一 条 联结 这 两 个 点 的 道路 , 从 而 O-o 是 不 连 
通 的 , 即 上 是 好 的 一 个 割 点 。 

定理 8.2 令 % 是 一 个 连通 图 人 G 的 一 条 线 。 下 列 陈 述 是 等 价 
的 : 

O) ”是 好 的 一 条 桥 。 

(2) zw 不 在 的 任何 一 个 圈 中 。 

《3) FEC HR uM, 使 线 z 在 每 一 条 联结 和 % 的 道路 
上 。 

(由 HER V A RPRU AW 的 一 个 划分 ， 使 对 任何 两 点 
UCU R weW, Ra GE RKA u A w I Eo 
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定理 3.8 令 弛 是 至 少 有 三 个 点 的 一 个 连通 图 。 下 列 陈 还 是 
等 价 的 : 

(了 ) 全 是 一 个 块 。 

(2) 经 前 任何 两 点 在 一 个 公共 的 网 上 。 

(8) 外 的 任何 一 个 点 和 任何 一 条 线 在 一 个 公共 的 天 上 。 

(4) 4 的 任何 黄 条 线 在 一 个 公共 的 圈 上 。 

《5) BEC 的 两 个 点 和 一 条 线 , 存在 一 条 道路 联结 这 两 个 点 
并 且 含有 这 条 线 。 

© 对 @ 的 每 三 个 不 同 的 点 ， 有 一 条 道路 联结 其 中 两 个 点 并 
且 含 有 第 三 点 。 

(7) 对 对 的 每 三 个 不 同 的 点 ， 存 在 一 条 道路 联系 其 中 两 个 点 
面 不 含有 第 三 点 。 

[证 明 ] OAA) Suh ot aAA, RS 
USRT—-+ EA u WE u RMR ROR, AWGRSE 
ECAMERGH A, DUET FART u 邻接 的 点 都 
EUP, PUA U EE, 

假定 %。 不 在 口中 。 令 名 是 如 中 的 一 个 点 ， 它 使得 距离 dw, 
v) Bub. & Po 是 一 条 最 短 的 we HB, MO 应 和 是 在 一 个 
AA u Ao H RH SR ee 道路 (多 网 3.2a)。 


P, » 


* Pe » n T o 
P, 


图 3.2 块 中 的 道路 。 


因为 不 是 一 个 割 点 , 有 一 条 uo RP? 不 含有 w OLE 3.2) 0 
令 w JERE PLE 已 工商 且 与 & 最 近 的 点 ， 又 令 刀 十 下 
BPH uw 中 在 Py LR Pa AV, ARSE ANE, 1B 
Zu P, 上 。 

A Q h Pa 1) TOR wu P P y T ai e ww 组 成 的 
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u-w' 道路 。 令 Qa 是 Ps 后续 以 Po 的 子 道 路 w-w' 组 成 的 w-ew' 道 
路 。 则 Qs M Qa 是 不 相交 的 woo! 道路。 它们 合 在 一 起 构成 一 个 
图 ,所 以 w' 在 如 中 。 HA w 是 在 一 条 最 短 的 we 道路 上 的 ， 所 
Bh alw, v)<d(w, o), KIRMA w KEETA, MATE T 
ufo 确 在 同一 个 图 上 。 

DAAB). SURG H-TA, 又 vw 是 他 的 一 条 线 。 令 
允 是 含有 v 和 岂 的 一 个 圈 。 可 以 如 下 构成 一 个 含有 Y* 和 ow 的 图 
Z'a Boe Z E W Z ow AM Z RER uty ow BH 
名 不 在 Z 上, A— R wu eR PREA v, 因为 否则 按 定理 3.1， 
3 就 是 一 个 着 点 。 Su RZ PRE PRD, W Z ow 
续 以 卫 的 w-w 学 道路 和 2 h AH u Hy u-u it REAR 

(3) 瘟 会 (和 多， 这 个 证 明 与 上 一 段 类 似 ， 从 赂 。 

( 约 草 含 (的 他 的 任何 两 点 各 关联 于 一 条 线 ， 且 由 (和 ， 这 两 
条 线 在 一 个 图 上 。 上 从 而 他 的 任何 两 个 点 在 一 个 图 上 , 于 是 我 们 得 
到 (2), ATERA). SuM oE a ARARAT o Ea 
RR, HERG), HAZ 含有 4 和约 AZ, Bev Me, He 
在 Z1 上 或 w 在 Zs 上, 显然 有 一 条 含有 4 的 道路 联结 w 和 wv。 于 
是 我 们 只 要 考虑 "不 在 到 上 而 且 忌 不 在 Za 上 的 情形 。 从 羡 开 
始 , WH Z E, 直到 到 达 第 一 个 AWA w, 然后 取 Za 上 联结 ww 
和 各。 并 且 售 用 的 道路 。 这 条 通道 构成 一 条 联结 % 和 并 且 含 有 
2 的 道路 。 

OAS). Ou, oMVEGHAAMA, Rook EA 
—RRERT wR, RO), -RRA uA OFLA © 的 道 
H, AEEA wo 

OZAT. Fu, oMvEG HAAN, HERREG, 8 
一 条 含有 0 的 ww 道路 卫 。P Huo 子 道路 不 含有 wo 

(DHA). BRAC, WEA u Mo, 没有 一 个 点 在 
每 -条 WW4 道 路 上 。 从 而 日 一 定 是 一 个 块 。 

定理 8.4 每 一 个 非 平凡 的 连 道 图 至 少 有 二 个 点 不 是 制 点 。 

DEW] 令 人 共和 9 是 在 从 中 有 最 大 的 距离 的 两 个 点 。 又 假 
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定 汪 是 一 个 割 点 ， 则 有 一 个 点 他 EH u a-o HPA 
从 而 ?在 每 一 条 联结 各 的 道路 上 , 所 以 go w) >d, »), 这 
是 不 可 能 的 。 所 以 %, 类 似 地 不 是 的 出 点 。 


2. RENARD 


SAAS ERY ASFA JUS BOR ETA AN ET BE FR AN Te 
FSR HE eA He F, MER OCP) BA G RRR, ete BCG), A 
的 块 对 应 于 BG), MOMMA RAA O 的 一 个 公共 着 点 时 这 
两 个 点 邻接 。 另 一 方面 , 为 了 得 到 一 个 图 , PEMA TE K 
BUR, 我 们 可 以 取 S AKARANA o AOR FES P k z E 
Q(F) 称 为 制 点 图 ,CG)。 于 是 , 若 O(G) 中 两 个 点 所 对 应 的 G 的 
期 点 在 同一 个 块 中 ， 这 两 个 点 就 邻接 。 注 意 , CG) 只 对 于 至 少 有 
ANRHEG EN SR ETH) PEA, 它们 可 以 用 图 
3.3 来 说 明 。 


BG): 


AO > 一 一 一 一 
图 8.3 一 个 图 , 它 的 块 同和 割 点 图 。 


定理 3.5 一 个 图 H 是 某 个 图 的 块 图 当 且 仅 当 五 的 每 一 个 
块 是 完全 的 。 

[证 明 ] & H=BG), MBE H 的 一 个 块 AR, Si 
吾 : 中 有 两 个 点 不 邻接 而 在 一 个 长 度 至 少 等 于 和 的 公共 峰 允 上 。 
但 是 相应 于 鼠 ,中 在 各 上 的 各 点 的 他 的 各 个 块 的 并 就 是 连通 而 
ERA AAR, 所 以 这 个 并 就 食 在 另 一 个 块 中 , 与 一 个 图 的 块 的 最 


"每 一 个 块 轿 作 它 的 点 的 巢 。 一 一 译注 
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大 性 巴 盾 。 
男 一 方面 , 令 H 是 一 个 给 定 的 图 , 它 的 每 个 块 都 是 完全 的 , 作 
出 BGT), 然后 在 B( 瑟 ) 的 每 一 个 点 五 上 加 上 一 些 端 线 *,， 它 们 
的 数 日 等 于 天; 中 不 是 H 的 制 点 的 点 的 数 日 ， 这 样 移 成 一 个 新 图 
G. 易 见 如 (G) 同 构 于 五 。 
显然 , 这 同一 个 准则 也 给 出 割 点 图 的 特征 。 
习题 
3.1 一 个 有 多 个 点 的 图 中 最 多 有 几 个 割 点 ? 
3.2 一 个 三 次 图 有 一 个 割 点 当 且 仪 当 它 有 一 条 桥 。 
3.8 在 一 个 有 一 条 桥 的 三 次 图 中 至 少 有 10 个 点 。 
3.4 若是 全 的 一 个 割 点 , 则 ，" 不 是 补 图 他 的 一 个 割 点 。 
( 哈 拉 里 [H15]) 
3.5 他 的 一 个 点 4 是 一 个 制 点 当 且 仅 当 有 邻 E P o R u 
和 几 使 "在 每 一 条 4 也 道路 . 厂 。 
3.6 证 明 或 否定 : ~A p> HAHA G Tey By 
给 定 任何 二 个 点 和 一 条 线 ， 训 一 条 联结 这 二 个 点 而 不 含有 这 条 线 
的 道路 。 
3.7 ”至少 有 二 条 线 的 一 个 连通 图 是 一 个 块 当 且 仅 当 任 何 两 
FBR RE TALL, 
3.8 令 G 是 一 个 至 少 有 8 个 点 的 连通 图 。 下 列 陈 述 是 等 价 
的 ， 
O GRA. 
(2) G 的 每 二 个 点 在 一 条 公共 的 闭 迹 上 。 
8) G 的 每 一 个 点 和 一 条 线 在 一 条 公共 的 闭 迹 上 。 
@ G 的 每 二 条 线 在 一 条 公共 的 闭 迹 上 。 
© 对 @ 的 每 -对 点 和 每 一 条 线 ， 有 一 条 联结 这 两 个 点 而 且 
含有 这 条 线 的 迹 。 
©) 对 日 的 每 一 对 点 和 每 一 条 线 ， 有 一 条 联结 这 两 个 点 面 不 
t 即 一 端 是 Hy 男 一 端 是 一 个 新 加 的 点 的 线 ， 一 一 译注 


含有 这 条 线 的 道路 。 
《7) 对 每 三 个 点 ， 有 一 条 联结 任何 两 个 点 而 且 含 有 第 三 个 点 
的 迹 。 
3.9 若 G 是 8>8 的 一 个 块 , 则 有 一 个 点 "使 @G~* 也 是 一 
个 块 。 (A. 考 划 斯 (Kaugars)) 
3.10 每 一 个 非 平凡 连通 图 的 平方 延 一 个 块 。 
3.11 BG REPAIR WH EES, BBE) AY 
FOG) 
3.12 在 一 个 连通 图 G 中 ， 令 Be) 是 点 所 属 的 块 的 数目 ， 
册 8 的 块 的 数目 由 下 式 给 出 : 
è(G)—-1= Eb). 
《了 输 拉 里 TE22]》 
3.13 令 o(B) 是 一 个 连通 图 GHA BAP WAM HA. 
则 名 的 割 点 的 数目 由 下 式 给 出 : 
«(G@)—-1=Zle(B)-1], 
MSE (Gallas) [G8]) 
8.14 —-ARGRAERY, HE—-TTA GOG-e 不 是 一 个 
Ry. GNA ABRR-RR, CRARA RRM PRL 
两 个 点 。 令 是 之 4 的 一 个 线 临 界 块 , 则 
a) G 没有 对 角 线 。 
bd GREE 
o) PSIS- to 
d) 如 果 @ 不 是 一 个 圈 ， 移 去 折 有 度 等 于 2 的 点 产生 一 个 不 
连通 图 。 CHEER Plummer) [P4]) 
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FERRINE RER, 
RALE REM, 
— Irk 


有 一 种 简单 且 重 要 的 图 , 所 有 的 作者 都 把 它 叫 作 树 。 树 之 所 以 
ER, 不 仅 因为 它 在 许多 不 同 的 领域 中 有 应 用 , ET I 
身 。 它 对 图 论 的 重要 性 的 一 个 原因 是 : 至 是 一 种 非常 简单 的 图 ,所 
以 在 探讨 关于 图 的 一 般 性 猜想 时 可 以 首先 研究 树 这 种 情形 。 第 二 
章 中 提 到 的 乌拉 姆 猜想 就 是 一 个 例子 。 

仅 给 出 儿 种 定义 树 的 办 法 。 我 们 还 要 用 几何 的 术语 来 研究 树 
的 中 心性 。 接 车 讨论 一 个 自然 而 然 地 联系 于 每 一 个 连通 图 的 树 : 
EUR MIM, 最 后 ， 我 们 看 一 个 图 的 每 一 个 生成 树 如 何 产 
生生 前 一 个 独立 图 的 集 。 还 要 提 到 由 每 一 个 生成 余 树 得 到 的 独 
立 余 图 的 集 这 一 个 对 假 ( 补 ) 结 鬼 。 


1, 树 的 特征 


一 个 力 中 如 果 没 有 图 就 称 为 无 图 的 。 一 个 树 是 一 个 连通 的 无 
图 图 。 任 何 一 个 没有 图 的 图 称 为 一 个 林 。 于 是 一 个 林 的 各 个 支 者 
BM, AS 个 点 的 不 同 的 树 有 23 种 *， 它 们 画 在 图 4.1 中 。 我 们 
RRAN, 可 以 用 许多 种 不 同 的 方式 来 定义 树 。 

定理 4.1 对 一 个 图 化 下 列 陈 述 是 等 价 的 ; 

Q) 42-78, 

(2) G 的 任意 两 个 点 由 叭 - -的 一 条 道路 联结 。 


* 要 人 们 男 出 有 8 HAMSTER WM. HERRERAS 一些 常常 
Rea. 


Lom Hi 89 


mp eps eX 
sot tor 41 深 
mae tee te ot A 
fe epee fe tee 
stro tte A tk 


图 .1 有 8 个 点 的 23 个 树 。 

(8) G 是 连通 的 , 且 Pp 一 十 1。 

(4) @ ERAK, A p=g+i, 

(5) 人 是 无 图 的 ， 且 车 8 的 任何 两 个 不 邻接 的 点 联 以 一 条 线 
%, 则 G+w 惟有 一 个 团 。 

(6) G 是 连通 的 ,对 prs 不 是 天。， 且 若 他 的 任何 两 个 不 邻 
接 的 点 联 以 一 条 线 略 则 G+e 治 有 一 个 网。 

(7) GRE KUK H KsUKan p=g+1, HE G HEB 
个 不 邻接 的 点 联 以 一 条 线 几 则 GT+2 愉 有 一 个 圈 。 

[证 明 ] OXF), PYG 是 连通 的 , 中 任何 两 点 有 一 
条 道路 相 联 结 。 令 PaM Ps 是 G 中 联结 4 和 的 两 条 个 同 的 道 
Be, ev ERIRE Pr 从 走向， 时 ) 第 一 个 具有 下 列 性 质 
的 点 : 它 既 在 Pa 上 又 在 Ps 上 , MEE P: 上 的 后 一 个 点 不 在 Pa 
Eo BRIS w 是 Pi 上 的 下 一 个 既 在 P 上 又 在 Pa 上 的 点 , 则 
Pij Pa LEUR w ZARARA" 在 一 起 构成 他 中 的 一 个 
图 。 于 是 如 果 人 是 无 圈 的 , 风 至 多 有 一 条 道路 联结 任意 两 点 。 

(2) 理念 (3) ， 显 然 字 是 连通 的 。 我 们 用 归纳 法 证 明 2 一 9 十 
1。 对 于 只 有 一 个 点 或 二 个 点 的 连通 图 这 是 显然 的 。 假 定 命题 对 
于 少 于 2 个 点 的 图 成 立 。 如 果 @# 有 史 个 点 ， 因 为 道路 的 唯一 性 ， 


” 指 子 道路 一 译注 
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移 去 @ 的 任何 一 条 线 就 使 得 OREN BEL, 这 个 新 的 图 惟有 
二 个 支 。 由 归纳 法 假设 , 每 一 个 支 中 点 的 数目 比 线 的 数目 多 1, F 
是 G 中 全 部 线 的 数目 一 定 是 2 一 1 

OAS. 假定 GG 中 有 一 个 长 度 等 于 mn 的 阁 ， 则 这 个 图 
上 有 个 点 和 nn 条 线 。 对 于 那 p 一 mn 个 不 在 这 个 图 上 的 点 , 每 一 个 
点 有 一 条 关联 于 它 的 线 且 这 条 线 在 联结 它 与 图 上 的 一 个 点 的 测 地 
线 上 。 这 种 线 每 一 条 都 不 同 , 所 以 4 之 p, 这 是 一 个 矛盾 。 

(DAA). ANG RAN, FNE-TEE-TH. B 
定 有 五 个 支 , 则 因为 每 一 个 支 中 点 的 数目 比 线 的 数目 多 1, p= 十 
k, FR S-LAG 是 连通 的 。 于 是 邓 RP, BAAR 
联结 G 的 任意 两 点 。 若 我 们 在 @G 中 再 加 入 一 条 线 w, 这 条 线 与 @G 
中 联结 和» 的 唯一 道路 一 起 构成 一 个 几 。 因 为 这 条 道路 是 唯一 
的 , 这 个 圈 是 唯一 的 。 

OAA. HAN p>3, BP KSAT, GAT 
能 是 一 个 完全 网 Ko p>8, MG 一 定 大 连通 的 , 因为 否则 可 以 加 
ASRR o 来 联结 他 中 不 回 的 支 的 两 个 点 ， 而 得 到 的 Go 是 无 
图 的 。 

Oat), RIMES HEAT AR A 
AURA, MT H (D AEB), TS pag +1, BRAS MUST} Hey 
道路 一 定 都 存在 。 AGHA AHWR, HORS 
(2) 的 证 明 , G 就 有 一 个 圈 。 这 个 图 不 能 有 全 个 或 4 个 以 上 的 点 ， 
因为 如 果 有 4 个 或 竺 个 以 上 的 点 ， 则 我 们 取 e 联结 图 上 两 个 不 邻 
接 的 点 (如 果 这 个 图 上 没有 不 邻接 的 点 ， 则 好 本身 就 有 不 止 一 个 
BE) RARE Ge HAARE- TERTA EK. RA 
五 s。 一 定 是 从 的 一 个 真子 图 ， 因 为 由 假设 ，G 当 p 之 3 时 不 是 完全 
图 。 央 为 好 是 连通 的 , 我 们 可 以 假定 他 中 有 另外 一 个 点 与 这 个 
Ko 中 的 一 个 点 相 联结 。 于 是 显然 有 : 如 果 8 中 还 可 以 加 入 线 去 ， 
则 可 以 加 上 一 条 线 使 得 好 二 2 中 至 少 形成 二 个 圈 ， 如 果 安 中 不 能 
再 加 入 线 去 , 从 而 对 于 G 的 第 二 个 条 件 * 显 然 满足 , 则 G Ky 而 

* HG 中 没有 不 邻接 的 点 。 一 评注 


DMB u 


p38, 与 假设 矛盾 。 

( 们 昔 含 ( 侣 ,车 8 有 一 个 圈 ， 由 上 一 段 论证 ， 这 个 内 一 定 是 
SABE EPR, RP RA SAS BAR, WE AT HE e 
各 个 支 一 定 都 是 笃 。 为 了 使 P 一 十 4, 只 能 再 有 一 个 支 。 MERE 
树 含 有 一 条 长 度 等 于 2 的 道路 , 就 可 以 在 中 再 加 入 一 条 线 z 售 
Go PRIA, PRR MEDS Ky K SUG 一定 是 
KU KR KU Ks SRPARMM OA He, AG BI 
的 。 但 如 果 G ELAK, A p=qtl AWOKE ©), ©) RAF 
(6), FUG EEN, HUGE PM, UH, 

AA—MEFAMA Ddi=2¢=2(p-D, CERLHOT AN 
BEAT 2, 

RA) 任何 非 平凡 树 至 少 有 二 个 端点 。 

这 个 结果 也 可 以 从 定理 3.4 得 出 。 


它 ， 中 心 和 形 心 


一 个 连 沽 图 GG 中 一 个 点 % 的 离心 率 e(o) 是 对 于 他 中 所 有 的 
如 取 的 maxd(u, o)o Ei >(G) 是 各 个 点 中 最 小 的 离心 它 。 注 意 ， 
最 大 的 离心 率 是 直径 。 落 对 于 一 个 点 mw ew) =r), 9 是 一 个 
PER, FMP SEPT HD MOR, 

ER 4.2 的 树 中 , 每 一 个 点 的 离心 率 都 注 出 来 了 。 RPE 
BET T 半径 等 于 4, 它 有 由 二 个 点 & 和 4 组 成 的 中 心 ,这 二 个 点 
都 有 最 小 的 离心 宰 4。 ww 和 2 邻接 这 个 事实 涪 有 明了 一 个 由 约 当 *， 
世 独 立地 出 西 勘 维 斯 脱发 现 的 结果 , 见 科 尼 秆 LK10, P. 64]。 

定理 和 .2 每 一 个 袜 有 一 个 由 一 个 点 或 两 个 邻接 的 点 组 成 的 
中 心 。 

[证 明 ] RARITA Ki 和 Ke GR, BANE N E 
fA Pg: TAY TE SATE A "有 同样 的 
Atom, WH 2a u A T AL a ARARA v 
的 距离 仅 -个 端点 时 取 到 坡 大 值 。 


A AARET fie 


ao RUR 树 


-7 
图 和 .2 — SA TBD DR, 


于 是 , TP' 中 每 一 个 点 的 离心 率 比 同一 个 点 在 多 中 的 离心 率 恰 
Dl, 从 而 了 的 在 TP 中 具有 最 小 离心 率 的 点 与 在 ?中 具有 最 小 
离心 率 的 点 相同 ,也 就 是 说 , THT 有 相同 的 中 心 。 著 重复 这 种 
移 去 端点 的 过 程 ， 我 们 相继 得 到 一 些 与 全 CHRP DN. K 
AT AR, 我 们 最 终 得 到 的 树 是 到! 或 下 s。 在 任何 情形 下 , 这 个 
AOA A RRL HPO, 从 而 正好 由 一 个 点 或 两 个 邻 
接 的 点 组 成 。 

一 个 树 全 的 在 一 个 点 吕 处 的 分 校 是 包含 & 作 为 一 个 端点 的 
最 大 的 子 树 。 于 是 ,在 处 的 分 枝 的 数 且 等 于 degu, THAR 
刀 处 的 权 是 如 处 的 任何 一 个 分 校 中 线 的 最 大 数 且 。 图 4.3 中 的 树 
的 非 端 点 处 的 权 都 已 经 注 明 。 当然 , 在 每 个 端点 处 的 权 是 芭 4， 即 
线 的 总 数 。 


ui 


B48 ARAA RAER 
一 个 点 "如果 有 最 小 的 权 ，?" BAR T SA, TRA 
心 由 所 有 形 心 点 组 成 。 约 当 苛 纹 也 证 明了 一 个 关于 树 的 形 心 的 定 
理 , 这 个 定理 与 他 的 关于 中 心 的 定理 类 似 。 
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定理 &.8 每 一 个 树 有 一 个 由 一 个 点 或 两 个 邻接 的 点 组 成 的 
形 心 。 - 
4.4 PRM ATR DD RED DW, 


= rz 
ae — 


RAA 有 一 个 或 两 个 中 心 点 或 
形 心 点 的 各 种 组 合 的 最 小 的 树 。 


3. RBA 


常常 注意 到 , -THESAAWDERRRUT TH, 这 种 
想法 可 以 更 确切 好 说 成 ， 对 于 每 一 个 连通 图 可 以 作出 一 个 用 来 显 
示 这 种 类 似 性 的 树 。 

对 于 一 个 连通 图 Gf, CARBO fo}, GO 的 决 - 补 点 图 ， 
记 作 Bc(G), 定 义 为 一 个 图 , 它 有 点 集 {B0} U {oh 如 果 两 个 点 中 一 


2 


MAS 一 个 图 和 它 的 块 -市 点 图 


“u BR 树 
AIDE TAR Bo 另 一 个 对 应 于 一 个 市 点 op Bey TE Bh, W 
这 两 个 点 邻 搂 。 于 是 LE-AR, 这 个 概念 由 哈 拉 里 和 普 
林 斯 CPrins) [HP 22) AVN Fe 1G3) GAS CALEY 4.5) 

定理 和 &.& 一 个 图 G METH Th WARMER 
一 个 树 , EAE HY FE OT he ZT] AS A, 

由 这 个 定理 , A AT Ek BL 


及， 独立 圈 和 余 


现在 我 们 讲 与 一 个 图 G 布 关 指 两 个 向 量 空 间 ， 它 的 “图 空间 ” 
IARI”, 为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 这 两 个 向量 空间 取 在 二 元 
域 而 = 人 0, 1b, 其 中 TI 一 0( 虽 然 这 个 理论 经 过 修改 训 使 它 在 
任意 的 域 上 成 次 )。 特别 二， 在 下 别 冠 义 中 反复 出 现 的 ai 总 是 0 
或 1。 

象 通常 那样, 令 BAB, EER, e, w MB a, …， 
to 点 的 一 个 形式 的 线性 组 合 Sewn. Bay GRA O-M, 线 的 一 
个 和 ee 称 为 一 个 上 o WERT O 是 将 二 链 变 换 为 0- 链 的 
一 个 算 子 ,满足 

a) 8 是 线性 的 。 

b) #v=wo, M de=u+to, 

HW, LWA FT $ 是 将 0- 链 变换 为 十 链 的 一 个 算 子 ， 
满足 ， 

a) 6 是 线 性 的 。 


图 4&.6 说 明 边 综 算 了 入 。 
LUSH Mb 


4. UBM 4S 


b) v= Esm, 此 处 当 m REF o Bt 1, 
在 图 4.6 p, 1-88 op— atmo tata, 有 边缘 
Boy = (vyt 0a) t (vrt 0a) + (Vat V4) + (vs Hve) 
= Vat Vat Ust Vp, 
0- 链 comet utvs tv 有 上 边缘 - 
Boo= (Gat Wat et wr) + (x, tts) + (Bet to tatto) 
十 (or 十 ro) 一 知 十 28 十 oa 十 go 

一 个 边缘 等 于 0 的 LARA HTB ME", ETUA E 
一 些 线 不 相交 的 图 组 成 的 一 个 集 。 所 有 疾 岗 量 的 集 构 成 Za 上 上 的 
一 个 向 量 空间 , OMB, CM-PTOLEL AG MBS 
间 的 一 个 基 , WBE PEER PHBE, — Pee Z 
果 能 写成 DeZo BNR Z RMP Zs, Za, + Seo TH, 
GG 的 一 个 图 基 是 9G 的 独立 图 的 一 个 最 大 集 , RARER 
最 小 的 集 , 使 得 所 有 的 图 都 依赖 于 它 。 

一 个 连通 图 的 一 个 询 集 是 线 的 一 个 集 ， 将 这 些 线 移 去 及 后 产 
EATEN, CPE RETR, GHP ER 
PEG PIE OEM LR, AARU 的 上 边缘 就 是 联结 U 中 
的 一 个 点 与 不 在 口中 的 一 个 点 的 记 有 的 线 的 集 。 于 是 每 一 个 上 
边 终 是 一 个 割 集 。 因 为 我 们 将 余 圈 定义 为 日 的 一 个 最 小 割 集 、 而 
EMR DORE EME, 我 们 看 到 , 一 个 余 图 正好 就 是 一 个 最 
AES LRA, GRA EMR REA GER SB, 这 个 
空间 的 一 个 全 部 由 余 轿 组 成 的 其 称 为 Gf 的 一 个 余 图 基 。 

我 们 进一步 对 G 的 图 空间 构造 出 一 个 基 求 ， 这 个 基 对 应 于 一 
个 生成 机 了。 在 一 个 连通 图 G 中 , -ERK T RRE G 的 
不 在 了 中 的 一 条 线 。 BA, h TAT HERR CN 
FRAT. WHA, 这 样 得 到 的 那些 图 的 集 Z(Z)( 由 每 一 条 
RATED ARO; 因为 每 一 个 图 中 有 一 条 不 在 其 他 图 中 的 
A. WM, BS Z RTM), AZ 是 作 的 那些 在 台中 
ASSURE AOE CE CRO, EPR. 它们 

称 为 “回路 (cirenils)” 或 “初等 加 (eleimentary cycles)” KiF (polygons), 


o Be 树 


MSAD EAA ARE, TE, MERIEN Bt mG) 
是 他 的 圈 空间 的 一 个 基 中 圈 的 数目 , 就 有 下 列 结果 。 

定理 4.5 一 个 连通 图 避 的 图 秩 等 于 他 中 任何 一 个 生成 树 
的 弦 的 数目 。 

RADE) 若 弛 是 一 个 连通 的 (2 g) ALI mG) 一 9 一 2 十 1 

RADH) 车 他 是 一 个 有 个 支 的 (p, 9) 图 , 则 

m(@)=q—ptk, 

类 似 的 结果 对 于 余 圈 空间 也 成 立 。 在 一 个 连通 图 H, 生成 
NIHR! 是 @ 的 一 个 生成 子 图 , 它 正好 含有 G MET H 
的 那些 线 。G 的 一 个 余 树 是 某 个 生成 酝 T OA, TE 4.7, 
对 于 与 图 4.6 中 的 图 相同 的 图 G 画 出 了 一 个 生成 树 人 和 它 的 余 
HE, GRET 中 的 线 称 为 它 的 权 。G 中 由 "和 它 的 任何 
一 条 权 组 成 的 子 图 恰 含 有 一 个 余 圈 。 每 次 将 一 条 权 加 到 至" 中 去 
得 到 一 些 余 圈 , 这 些 余 网 的 集 显 然 是 G 的 余 圈 空间 的 一 个 基 。 对 
于 图 4.7 中 的 图 G MRT", 我 们 在 图 4.8 中 说 明 上 述 概念 , 其 
中 用 粗 线 指出 余 圈 。 余 图 秩 mw (的 是 好 的 余 圈 空间 的 一 个 基 中 
余 图 的 数目 。 


图 和 ,7 图 , 衬 和 余 树 。 
图 4.8 图 4.7 中 的 G 的 一 个 余 蓝 基 。 


定理 .6 一 个 连通 图 他 的 余 图 秩 是 任何 一 个 生成 料 人 中 权 
的 数目 。 


5. 拟 阵 47 


和 在 圈 的 情形 一 样 , 我 们 有 两 个 真 接 的 推论 。 

RABA) HE R—PEMN DA, N mG) =p 一 1。 

系 &.6(b) 若是 有 个 支 的 (p, 外 图 , 则 mm*(G) 一 2 一 了 

附 记 

关于 单纯 复 形 的 一 个 重要 的 一 般 结果 的 维 情形 可 以 由 定理 
4.5 导出 。 对 于 每 一 个 单纯 复 形 , KR- 

ao~ 0ta — ++ = Bo— Bit Ba—** 

成 立 ,其 中 By 是 贝蒂 数 而 o 是 每 一 种 维 数 的 单纯 形 的 数目 。 其 中 
按 定义 , 6. 是 m 维 圈 的 向 量 空间 的 秩 。 记得 第 一 章 中 讲 过 ， 每 一 
个 图 是 一 个 单纯 禾 形 , 它 的 点 是 OMB, REI, 对 于 一 个 
图 , Bo 一 大 是 连通 支 的 数目 , A mG) Fe Ge A, A 
ARR A n> oA, 所 以 对 于 所 有 的 m>1 om 一 Bo 一 0 从 
TH ao—a1=Bo— Ai, Bi p—g=k—-m(G), RIAR, 系 4.5(pb) 就 
是 图 的 欧 拉 - 庞 加 荣 方程 。 


5. We 


拟 阵 首先 是 由 囊 特 尼 CWhitney) [W151 引入 的 。 在 惠 特 尼 的 
原始 论文 中 可 以 找到 关于 拟 阵 基本 性 质 的 讨论 和 几 个 等 价 的 公理 
系统 。 

一 个 拟 阵 由 一 个 有 限 的 元 素 集 型 和 M 的 非 空子 集 的 一 个 族 
名 一 Cu On 所 组 成 , Ce 称 为 回路 ,满足 公理 ， 

1. 一 个 回路 的 真子 集 不 是 回路 ; 

2. Æ eGON Oa, W OUO {a} EAA E o 

对 于 每 一 个 图 G, 可 以 定义 一 个 拟 阵 ; 玻 它 的 线 集 X HRM, 
取 它 的 图 为 回路 。 易 见 两 个 公理 都 满足 。G 还 产生 的 另外 -一 个 拟 
阵 就 不 那 末 明显 , 这 个 拟 阵 由 取 昌 的 余 图 为 加 路 得 到 。 这 两 个 拟 
阵 分 别称 为 他 的 图 拟 件 和 余力 拟 阵 。 

拟 阵 的 另外 一 个 等 价 的 定义 如 下 ， 一 个 拟 阵 由 一 个 有 限 的 元 
BEM AM 的 一 族 称 为 独立 集 的 子 集 组 成 , 使 

1. BRAG, 


组 Roe 树 


2. 独 妆 集 的 每 一 个 子 集 屁 独 立 的 ; 

3、 对 于 AT RP A, P LE A HC a RR 
元 来 的 数量 者 相等 。 

We GSR M, 取 台 的 无 圈子 图 为 独立 集 , 在 上 述 意义 
下 , 一 个 图 就 产生 一 个 拟 隆 。 

出 现在 上 一 节 中 的 对 但 性 (图 对 余 足 ， 树 对 余 树 ) 与 执 中 的 对 
ALE OAR, Hi Minty) LM12] 对 “ 拟 图 "构造 了 一 个 明确 显 
东 氢 阵 对 侦 性 的 自 对 偶 公 理 系 统 。 

一 个 拟 图 由 一 个 元 素 集 MAM ARS FR XT RBS 
和 乡 纽 成 , 这 两 个 集 的 元 素 分 别称 为 回路 和 余 回路 ,使 

1. 对 任何 一 个 CEB 和 和 DE, |OND| #1; 

2. 没有 真 含 另 一 个 回路 的 回路, 也 没有 真 含 另 一 个 余 回 路 的 
RRR 

3. 不 论 如 何 将 M 按 如 下 方式 着 色 : 使 恰 有 一 个 元 素 为 绿色 ， 
其 余 元 素 为 红色 或 蓝 色 , 则 或 者 

a) 存在 一 个 回路 C 仿 绿 色 元 素 而 不 含 红色 元 素 , 或 者 

b) 存在 一 个 余 回 路 刀 含 绿色 元 素 而 不 含 乾 色 元 素 。 

虽然 每 一 个 图 的 办 由 成 一 个 拟 阵 ， 但 是 我 们 将 在 第 十 四 章 中 
看 到 , 并 不 是 每 个 拟 阵 都 可 以 这 样 地 由 一 个 图 来 生成 的 。 两 种 关 
于 拟 阵 的 综合 的 参考 资料 是 明 东 [M12 和 托 特 Clntte} LT19]。 

附 记 

对 于 任意 的 一 个 图 ,乌拉 姆 猜想 仍然 没有 解决 ， 但 凯利 [KK6] 
证 明了 这 个 猜想 对 于 树 是 成 立 的 。 我 们 已 经 说 过 , 在 [也 29] 中 提出 
的 对 于 这 个 猜想 的 观点 是 ， 若 对 于 Q, p>3, Hp PRR TF A 
全 一 G 一 v4 已 经 给 出 , NG 本 身 可 以 从 Gu 唯一 地 重 梅 。[HP6] 
中 推广 了 凯利 的 对 于 树 的 结果 , 那 篇 文章 中 证 明了 , 任何 一 个 非 平 
AR TAYE AAMAS A Te To RB HS, BD oe ET BY 
一 个 端点 。 接着 , 这 个 结果 又 为 邦 迪 (Bondy) 记 改进 ， 他 证 明了 
[5810], 一 个 树 卫 可 以 从 它 的 那些 子 图 了 TP 一 灵 米 是 构 ,而 oy EM 


点 ， 


习 a s 
即 它 的 离心 率 等 于 的 直径 的 那些 点 ,后 来 ,县 维尔 (Manvely 


MAENT, JLP? RAR T W MARAR ARAA T n K 
BH RRR, RR, ENJELA A RR E, 也 已 经 被 
SHR (M31 BHT 


习题 


He 


LL 画 出 所有 有 9 个 点 的 树 ,然后 将 你 的 图 解 与 附录 正比 


4.2 每 个 煤 是 一 个 双 岁 。 佬 么 树 是 完全 双 图 ? 

4.3 下 列 四 个 陈述 是 等 价 的 。 

CQ) G 是 一 个 林 。 

(2) G 的 每 -- 条 线 是 一 条 桥 。 

(3) 的 每 一 个 块 是 Kas 

(O 着 全 的 两 个 连 脖 子 图 的 交 厘 室 , 则 这 个 交 是 连通 的 。 
4.4 下 列 四 个 陈述 是 等 价 的 。 

D G 是 单 周 的 。 

(2) G 是 连通 的 , 旦 六 一 9。 


” 8) 对 于 介 的 菜 条 线 %, 图 Gf 一 sg 是 一 个 树 。 


4) GG 是 连通 的 , 且 G 中 不 是 祷 的 各 条 线 的 集 移 成 一 个 图 。 
《安德森 (Anderson) 和 险 拉 里 [AHT]) 
4.5 对 于 任何 一 个 连通 图 Br(G)<e(G) <2r(G)。 
46 构造 一 个 辆 , 它 和 有 不 相交 前 中 心 和 形 心 , 各 有 二 个 点 。 
4.7 任何 一 个 连通 图 的 中 心 在 一 个 块 中 。 
Chit Bie FA Wi #8 (Norman) [HNQ]) 
4.8 给 定 一 个 连通 图 G ME bela), BARE XD 


和 割 点 图 CQ(G)。 


4.9 RPMAMAR: Kn Rmo OIE pA 


前 连通 三 次 图 。 


4.10 一 个 贺 和 一 个 余 轿 的 从 含有 侦 数 条 线 。 


”只 有 两 对 例外 的 全 。 


5 Smr 树 


4.11 一 个 图 是 二 部 的 当 且 仅 当 在 某 个 圈 基 中 每 个 轿 是 偶 
的 。 

4.12 每 一 个 连通 图 有 一 个 生成 树 。 

4.13 说 明 如 何 可 以 将 一 个 图 的 块 - 割 点 图 定义 为 一 个 交 图 。 

4.14 一 个 连通 图 的 一 个 余 树 是 一 个 不 含有 余 图 的 极 大 于 
图 。 

4.15 p 之 3 的 一 个 树 的 直径 等 于 2 当 且 仅 当 它 是 星 形 图 。 

4.16 证 明 或 否定 

a) 著 仓 的 直径 等 于 2, 则 它 有 一 个 生成 星 形 图 。 

b) 车 G 有 一 个 生成 星 形 图 , 则 它 的 直径 等 于 2。 

4.17 面 出 所 有 昌之 5e(9) 的 连通 图 G。 

“4.18 -DA r TR PRST r 的 图 中 , 线 的 最 多 数目 是 


(Gp ts 

[p(p—2)/2], r= 2; 

Lep- Arp+Bp+4r*—6r), # res, 
(EFF (Vining) [V5}) 


4.19 如是 一 个 鼎 当 卫 仅 当 每 两 条 线 在 一 个 公共 余 圈 上 。 
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我 们 一 定 要 团结 起 来 ， 否 则 就 
要 被 一 个 一 个 地 分 别 绞 死 。 


了 ,富兰克林 


图 的 连通 性 是 图 论 中 特别 直观 的 领域 。 连 通 性 推广 了 基点 ， 
桥 和 块 的 概念 。 两 仿 称 为 连通 度 利 线 连 通 度 的 不 变量 在 决定 两 个 
图 中 哪 一 个 “更 加 连通 ”时 是 有 用 处 的 。 

布 大 重 的 关于 连通 性 的 定理 ， 其 中 有 许多 是 明 格 尔 的 经 典 锐 
果 的 变形 ， 这 个 结果 中 包含 有 联结 一 个 图 中 一 对 点 的 不 要 交道 路 
WIA, RIRAN, 这 些 变 形 中 有 几 含 是 在 图 论 以 外 的 其 他 
数学 领域 中 发 现 的 。 


1, 连通 度 和 线 连 通 度 

-TE G REEE “~x(@) 是 为 了 产生 一 个 不 连通 图 或 平 
凡 图 需要 移 去 的 点 的 最 少数 日 。 丁 是 一 个 不 连通 图 的 连通 度 等 于 
0, 而 有 一 个 割 点 的 连通 图 其 连通 度 等 于 1。 完全 图 下, 不 能 因为 
移 去 了 任何 数目 的 点 而 成 为 不 连通 的 , 但 是 移 去 了 Pp 一 1 个 点 后 产 
生 了 一 个 平凡 图 ,所 以 (Kp) =pl FMA x 为 点 连通 度 。 

类 似 地 , 一 个 图 GG 的 线 连 通 度 一 A(G) 是 为 了 产生 一 个 不 连 
通 图 或 平凡 图 需要 移 去 的 线 的 最 少数 自 。 于 是 入 KD) 一 0, 一 个 不 
连通 图 的 线 连通 度 等 于 0, 而 有 一 条 桥 的 连通 图 的 线 连通 度 等 于 
1, 连通 度 , 线 连 通 度 与 最 小 度 以 下 闸 一 个 居于 囊 特 尼 [W1 卫 的 不 
等 式 相 联系 。 

定理 5.1 对 于 任何 一 个 图 G, 

x(G) SMG) <8(@), 
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[证 明 ] 我 们 首先 验证 第 二 个 不 等 式 。 如 果 ORAR M 
一 0; 否则 , 当 所 有 关联 于 一 个 具有 最 小 的 庶 的 点 的 线 移 去 以 后 就 
产生 了 一 个 不 途 通 图 。 在 任何 铺 形 下 , 有 和 <8。 

为 了 得 到 第 一 个 不 等 式 , 要 考虑 各 种 情形 。 若 @ 是 不 连通 的 
REPAR, Mako 0, H G REM LAO a, I R=, 
因为 在 这 种 情形 下 O 或 者 有 一 个 出 点 关联 于 “或 者 NK, 所 
以 xI。 最 后 假定 8 HADI, CREME GME EM. 
显然 , 移 去 一 1 条 这 种 线 后 产生 一 个 图 ， 它 有 一 条 桥 6=ww。 对 
于 这 一 1 条 线 中 的 每 一 条 , 选取 一 个 关联 于 它 但 与 各 和 都 不 同 
的 点 。 这 些 点 移 才 以 后 也 移 去 这 入 一 1 条 线 , 并 且 很 可 能 还 要 更 
多 一 些 。 若 这 祥 产 生 的 图 是 不 连通 的 , Mach 否则 ，z 是 一 条 
桥 ,从 而 得 移 去 或 就 产生 一 个 不 连通 图 或 平凡 图 。 所 以 在 任 
AE F<, CIE 5.1) 


BA 一 个 图 , 它 有 w 二 2, 3 Mt 


夏 特 朗 和 哈 拉 里 [OH 全 构造 了 一 餐 图 ， 它 们 有 预先 给 定 的 两 
种 连通 度 , 也 有 一 个 给 定 的 最 小 度 。 这 个 结果 证 明了 由 定理 5, 加 
子 必 入 和 8 的 限制 不 能 再 改进 了 。 

定理 5.2 ”对 于 全 部 满足 0<ec<5se 的 正 整数 由 b, o 存在 
一 个 图 名 有 xz) =a, A(G) =b MIG) =e, 

HCO, 如果 $ 足够 大 ， 则 定理 5 的 第 二 个 不 等 
式 成 为 等 式 。 ` 

定理 $5.8 EGH pi RIS 19/21, WAM =G 

bhi, Æ G È r>p/2 REM, WAG) =r, KH, ACK) 
=p-1, 
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对 于 点 连通 度 不 成 立 类 似 于 定理 5.3 的 定理 *。 求 一 个 有 给 定 
数 自 的 点 和 线 的 图 可 能 其 有 的 最 大 连通 度 的 问题 出 员 困 热 LBHII] 
提出 ,在 TH26] 中 给 出 了 解答 。 

定理 5.4 ENAR TAM 条 线 的 图 中 ， 在 9<2 一 工时 
最 大 的 连通 度 等 于 0; 在 g=p—1 时 ,为 [29/p]。 

AER AWERI Cp 外 图 GG 的 各 点 的 度 的 和 是 29， 
平均 每 点 的 度 等 于 2g/p。 从 而 SG) [29/p]。 所 以 由 定理 5.1, 
AA) 所 [29/2]。 为 了 证 明 这 个 值 实际 上 可 以 术 到 , 可 以 构造 出 一 
族 适 当 的 玫 来 。 这 种 构造 也 给 出 其 有 最 大 的 线 连 通 度 的 (2 9) 
图 。 

zoala) 一 个 (2 外 图 的 最 大 的 线 连通 度 等 于 最 大 连通 
度 。 

移 去 点 各 线 的 一 个 湿 合 集 来 使 图 分 离 的 问题 直到 最 近 才 有 研 
究 。 图 如 的 一 个 连通 度 对 是非 久 整 数 的 一 个 有 序 对 (gs, b), ME 
存在 某 一 个 有 & 个 点 和 条 线 ** 的 集 ， 移 类 它们 以 后 图 就 不 连通 
了 ; 但 是 不 存在 有 0 一 个 点 和 条 线 的 集 或 有 & 个 点 2 一 条 线 
的 集 共 有 这 种 性 质 。 于 是 , 特别 是 (x, 0) 和 (0, YS E 
G 的 连通 度 对 。 所 以 连通 度 对 的 概念 既 拓 广 了 图 的 点 连通 度 也 拓 
广 了 图 的 线 连通 度 。 不 难看 出 , 对 于 每 一 个 值 4%, a<r 有 唯一 
的 连通 度 对 (4,， bs); T G 恰 有 > 十 工 个 连通 度 对 。 

一 个 图 4 的 连通 度 对 决定 一 个 从 集 {0, 1, …， 对 到 非 负 整数 
中 的 函数 户 量 使 了 (x) =0( 参 见 定理 5.1) 。 这 个 函数 称 为 他 的 连 
通 度 函数 , 它 是 严 烙 递减 的 , 因为 车 (4a, 5) 是 一 个 连通 度 对 而 5> 
0, 显然 有 一 个 有 4 十 1 个 点 和 5 一 1 条 线 的 集 , 移 去 它们 后 使 图 不 
连通 或 只 余下 一 个 点 。 拜 内 克 (Beineke) 和 险 拉 蛙 [BH6] 构造 性 
地 证 明 的 下 述 定 理 表明 ， 上 面 扬 说 的 条 件 是 一 个 连通 度 疼 数 必须 
满足 的 唯一 条 件 。 

定理 5.5 HAHO, 4，…, *} 到 非 负 整数 中 的 递减 函数 
事实 上 省 638 一 2， wai Niop BAIE G, <3, — PE 
97 这 五 条 线 的 每 一 条 都 个 关联 于 前 由 的 < 个 点 由 的 任何 - 个、 一 -译注 
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了 (x) 一 0, 是 某 个 图 的 连通 度 函 数 。 

Enn, HAG Reka, EAO) >n, G Brews 
通 的 。 我 们 注意 到 ,一 个 非 平凡 图 是 ENA ER 
的 ; 是 2- 连通 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 有 不 止 一 条 线 的 块 。 所 以 区 
是 仪 有 的 不 是 2- 连 通 的 块 。 由 定理 3.3 可 得 , G 是 2- 连 通 的 当 且 
仅 当 如 的 任何 两 个 点 在 一 个 轿 上 。 迪 拉克 (Dirao) [D8] 将 这 个 结 
果 推 广 到 连通 图 。 

定理 5.6 若 G Ro SGM, n>2, 则 好 前 任何 一 个 有 9 个 
点 的 集 在 一 个 图 上 。 

到 日 为 图 Cn 本身 , 可 知 %>2 时 这 个 定理 的 道 定理 不 成 立 。 

3- 连 通 图 的 特征 也 可 以 给 出 , 然而 说 起 来 就 不 是 那 末 容易 。 为 
了 提出 这 个 结果 ， 我 们 需要 由 卓越 
前 图 论 学 者 W.T 托 特首 创 的 “ 轮 
形 图 ”的 概念 。 对 于 n>4 轮 形 图 
Wit XA Kit Oni ( 见 图 5.2) 

托 特 给 出 3- 连 通 图 的 特征 的 

图 5.2 一 个 轮 形 图 。 定理 [T19]。 现 在 可 以 叙述 如 下 。 

定理 .7 一 个 图 @G 症 8- 连通 的 当 且 仅 当 台 是 一 个 轮 形 图 ， 
或 者 可 以 由 一 个 轮 形 图 通过 一 系列 下 列 两 种 运算 得 到 ， 

1， 加 上 一 条 新 的 线 。 

2. 将 一 个 度 至 少 等 于 4 的 点 2 代 以 两 个 邻接 的 点 vw。", 使 
以 前 联结 于 4% 的 点 恰 与 “和 %" 之 一 联结 ， 并 且 使 得 到 的 图 中 
deg v' > 3 ffl deg o” >83, 

图 5.8 PRE G E 3- 连通 的 , RACH UNE W E 
所 画 出 的 步 又 来 得 到 。 

一 个 图 G BH RPA oR, RP, G 
BLEE G ARP IL, 2 支 是 至 少 有 8 个 点 的 块 。 不 难看 出 ， 
两 个 不 同 的 七 支 没有 公共 点 , 而 两 个 不 同 的 2- 支 至 多 在 一 个 点 处 
搂 触 。 险 拉 里 和 科 达 马 (Kodama) [HE 推广 了 这 个 事实 ( 见 图 
5.4), 


Wee Kit Cs 


2， 明 格 尔 定 于 的 图 的 模式 55 


‘Dd Del DK 
I KX 


5.3 说 明 一 个 图 是 


[> 


54 一 个 图 , 它 有 两 个 
在 两 个 点 处 接触 的 3- 支 。 
定理 5.8 一 个 图 8 的 两 个 不 同 的 ELA n-i PAH 
点 。 


2. 明 格 尔 定理 的 图 的 形式 


1927 年 ， 明 格 尔 (Menger) [M9] 证 明了 一 个 图 的 连通 度 与 联 
结 图 中 不 同 的 点 的 不 相交 道路 的 数目 有 关 。 现 有 的 明 格 尔 定理 的 
各 种 变形 和 推广 中 有 许多 具有 图 的 形式 。 我 们 在 这 里 讨论 其 中 的 
一 部 分 , 我 们 强调 了 这 些 定理 所 取 的 形式 , 使 得 对 于 将 它们 进行 分 
类 具有 启发 性 。 

令 % 和 和 %? 是 一 个 连通 图 妇 的 两 个 不 同 的 点 。 两 条 联结 妈 和 2 
的 道路 如 果 除 了 % 和 外 没有 公共 点 (从 而 没有 公共 线 ) 就 称 为 是 
不 相交 的 (有 时 称 为 点 不 相交 的 ); 如 果 它 们 没有 公共 线 , 就 称 为 是 
线 不 相交 的 。 - -个 点 集 或 肯 “个 线 集 或 者 点 和 线 的 一 个 集 8， 如 
Ruo EG-S RRR, BRED Au flo, BR, 不 存 


zA 
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在 分 离 两 个 邻接 的 点 的 点 集 。 明 格 尔 定理 最 早 是 以 “点 的 形式 ” 提 
出 的 , 如 下 述 的 定型 5.9。 

定理 5.9 ”分离 商 个 不 邻接 的 点 3 和 上 的 点 的 最 少数 目 等 于 
不 相交 的 8-t 道路 的 最 多 数 日 。 

HEN] 我 们 用 迪 拉 克 [D1D 的 巧妙 办 法 来 证 明 。 显然 ， 如 
REP SAE 8 和 如 不 能 有 多 于 条 不 相交 道路 联结 s A t 

MRENE @ 中 要 个 点 来 分 离 8 和 #, WG yk RR A 
BER st, =I, MAERT. BERRA k> 所 说 不 
成 立 , FA ERUMEI k, Q 五 是 有 最 少数 月 的 点 的 一 个 图 , 使 
EMT h, 定理 不 成 立 。 我 们 从 五 中 移 去 一 些 线 , 二 到 得 到 一 个 图 
G, EEG RARs 和 二 需要 六 个 点 ， 但 是 对 于 终 中 的 任何 一 条 
Ra, Ge 中 分 离 3 和 只 要 一 1 个 点 。 我 们 首先 探讨 这 个 
图 的 性 质 ,然后 再 完成 定理 的 证 明 。 

HG EM, 对 于 日 中 的 任 信 一 条 线 ,存在 ~ 个 有 一 
个 点 的 集 SC), EH 8 一 2 中 分 离 8 Alt, 现在 ,因为 在 G 中 分 离 
3 和 需要 名 个 点 ， 所 以 一 Sz) 中 至 少 含有 一 条 st 道路 。 因 
为 这 种 道路 在 QG 一 w 中 就 不 古 一 条 道路 ， 所 以 每 一 条 这 种 道路 一 
BAAR asuv, MH u, -ES@), HF uts t, WS Ce) U {中 在 
GPD s 和 加 

若 有 一 个 点 4 在 姓 中 与 3 和 上 都 邻接 ， 则 在 Gw 中 需要 
A-L SRS 8 At, 所 以 其 中 有 大 一 条 不 相交 的 s 一 :道路 。 
把 ww 放 辐 去 ,我 们 就 在 昌 中 得 到 九条 不 相交 的 一道 路。 所 以 我 
们 已 经 证 明了 : 

(DD) 在 中 没有 与 和 者 邻接 的 点 。 

令 开 是 G@ 中 分 离 s 和 t+ 的 及 个 点 的 任何 一 个 集 。 一 条 s- 
W BERG sR WCW 而 不 含有 到 的 其 余 的 点 的 一 条 
道路 。 将 所 有 zs 一 玩 道路 的 焦 和 所 及 -i 道路 的 集 分 别称 为 P。 
和 Pi。 则 每 一 条 t 道路 都 以 ,中 的 一 条 道路 开始 向 以 了 ;中 的 
一 条 道路 结束 , 因为 每 一 条 这 种 道路 都 含有 于 的 一 个 点 。 显 然 每 
个 ww 都 在 P, 和 上 ;的 各 至 少 一 条 道路 上 , 而 且 , 如 果 某 个 不 在 歼 


2， 明 格 尔 定理 的 图 的 形式 5T 


中 的 点 既 在 一 条 s- 全 道路 上 也 在 一 条 分 -t 道 路上， 就 有 一 条 没 
A W REG ARG s- Ee, DDL, P, 中 的 一 条 道路 和 Pi 中 的 一 条 道 
BAU WP WAS ATOR AH IBA, BA, 或 者 有 P, 一 
Wight W= 因为 ， 慨 如 不 是 这 样 ， 将 Ps 加 上 线 
Lert, wat, PAN Pe IMER {w swa, +} AED A E GB A a 
的 后 连通 图 ， 其 中 s 和 i 都 是 不 邻接 的 ， 从 而 其 中 都 有 加 条 不 相 
交 的 8-t 道 路 , 合并 这 些 道 路 的 -W 部 分 和 We 部 分 ， 就 可 以 在 
入 中 构造 声 条 不 相交 的 二 道路 ,得 到 矛盾 。 于 是 我 们 证 明了 : 

QD 任何 一 个 分 离 * 和 上 的 五 个 点 的 集 丽 ,或 者 其 中 每 个 点 
都 与 s BR, 或 者 其 中 每 个 点 帮 与 十 邻接 。 

现在 我 们 可 以 完成 定理 的 证 明了 。 令 了 ={5, ma tao, t} 
是 人 中 的 一 条 最 短 的 s-# 道 路 。 令 wnwz=%。 注 意 由 (站 ,如 天 志 如 
ERT RAR SC) = {v 02, +, Ura} FE Go 中 分 高 8 和 二 
HT), tta, BUS W =s) Uta}, RAT), 对 于 一 切 纪 都 
Bue, FRED, HFH i, EC, MARRMLR P= 
So) U tuo}, RIDH saEG， 与 我 们 选 已 为 最 短 的 s-t iB 
盾 。 定 理 证 毕 。 

RAER B.D 中 两 了 一 个 图 , 它 有 了 两 个 不 邻接 的 点 和 te 移 
去 3 个 点 就 可 以 分 高 它们 ,但 是 不 能 再 少 。 按 这 个 定理 , 不 相交 的 
8 二 道路 至 多 有 3 条。 

按 年 代 排 列 ， 现 格 尔 定理 的 第 一 个 变形 出 惠 特 尼 在 论文 
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“ 理 的 一 个 图 。 
SWAPS ALL, O MARIRE Pa RIDA NIR BING LAA, ALAR 
BUNDLE, — WE 
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SPIE Bee, 这 个 定理 是 决定 一 个 图 的 -连通 性 的 一 个 准则 。 

定理 5.10 一 个 图 是 “连通 的 当 且 仅 当 每 一 对 点 由 % 条 点 
不 相交 的 道路 所 联结 。 

引进 局 部 连通 图 的 概念 就 容易 说 明定 理 5.9 与 定理 5.10 之 
记 的 关系 。 一 个 图 的 两 个 不 邻接 的 点 % 和 ”的 局 部 连通 度 , 记 作 
x(u, ,定义 为 分 离 % 和 "需要 移 去 的 点 的 最 少数 日 。 用 这 种 讲 
法 ， 明 格 尔 定理 断言 ， 对 任何 两 个 特定 的 不 邻 搂 的 点 “和 o, wu, 
v) =Ho(u, v), polu, 9) 是 联结 和 % 的 点 不 相交 的 道路 的 最 多 
数目 。 显 然 这 两 个 定理 对 于 完全 图 者 成立。 如果 对 于 一 个 不 完全 
E, 则 联系 定理 5.9 与 定理 5.10 的 结果 是 x(G) 一 minx(w, v), iE 
中 的 极 小 是 对 所 有 不 邻接 的 点 对 w oI, 

说 来 奇 泽 , 类 似 于 定理 5.9, 用 一 个 线 集 来 分 离 一 对 点 的 定理 
直到 最 近 才 发 现 。 福 特 和 富 尔 克 避 [FE1]( 作 为 他 们 的 “最 大 流 -最 
小 截 " 定 理 的 一 个 特殊 情形 ), 伊里 阿 斯 CRlias), 范 斯 坦 (einstein) 
和 香农 (Shannon) [EESI] 在 他 们 的 论文 中 和 和. 科 捷 格 (Kotzig) 
在 他 的 没有 发 表 的 著作 中 几乎 同时 地 发 现 了 这 个 结果 。 

定理 世 . 霸 ”对 于 一 个 图 的 任何 两 个 点 ， 联 结 他 们 的 线 不 相交 
的 道路 的 最 多 数目 等 于 分 离 它们 的 线 的 最 少数 目 。 

还 看 图 5.5 我 们 见 到 s 和 t 可 以 通过 移 去 5 条 线 来 分 离 , 但 
是 不 能 再 少 ,而 线 不 相交 的 s 道路 也 至 多 是 5 条 。 

甚至 只 要 这 三 个 定理 ， 我 们 就 可 以 看 出 将 这 些 定理 加 以 分 类 
的 办 法 来 。 定 理 5.9 与 定理 5.10 的 区 别 可 以 表达 为 : 定理 5.9 说 
的 是 一 个 图 的 两 个 特定 的 点 ,而 定理 5.10 是 对 两 个 一 般 的 点 给 出 
一 个 界 。 这 种 区 别 与 定理 5.9 和 定理 5.11 的 明显 区 别 都 列 在 表 
bit, 


表 5.1 
定理 | 分离 的 对 象 最 多 数目 最 少数 目 
5.9 不 要 交道 路 分 离 w 9 的 点 


SPR u,v AD 
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于 是 我 们 看 到 ， 不 用 费力 就 可 以 得 到 阴 格 尔 定理 的 另外 一 种 
变形 , 即将 惠 特 尼 的 结果 用 线 的 形式 来 表述 。 

EMS. 一 个 图 是 % 线 连通 的 当 且 仪 当 每 一 对 点 由 至 少 
条 线 不 相交 的 道路 所 联结 。 

在 明 格 尔 的 原始 论文 中 还 有 下 列 的 关于 点 的 集 而 不 是 个 别 的 
点 的 变形 。 

定理 5.13 对 于 任何 两 个 不 相交 的 非 空 点 集 V 和 Vo, 联结 
六 和 六 ,的 不 相交 道路 的 最 多 数目 等 于 分 离 V; 和 Va 的 点 的 最 少 
数 自 。 

内 于 与 定理 5.9 中 同样 的 理由 , 当然 要 限定 没有 了 : 的 一 个 点 
和 Ts 的 一 个 点 邻接 。 两 条 联结 了 和 Fr OU, BERT 
点 以 外 没有 公共 点 ,就 认为 是 不 相交 的 。 定 理 5.9 与 定理 5.13 等 
价 性 的 证 明 是 非常 喜 接 的 ， 只 要 将 点 集 VaM Vo 缩 成 单个 的 点 就 
可 以 了 。 

过 拉克 [D10] 所 考 感 的 下 列 定理 是 另外 一 种 变形 。 因为 这 个 
定理 的 证 明 中 有 证 明 这 些 变形 等 价 梓 的 一 种 烘 型 方法 ， 所 以 我 们 
把 它 完整 地 写 出 来 。 

定理 5.14 一 个 有 至 少 n 个 点 的 图 当 目 仅 当 对 于 任何 两 个 
SAH n TRAE AV 和 Ja， 存在 m% 条 联结 这 两 个 点 
集 的 不 相交 道路 时 , 这 个 图 是 “连通 的 。 

注意 在 这 个 定理 中 的 wn 条 不 相交 道路 没有 任 们 公共 点 ， 芝 至 
也 没有 公共 的 端点 。 

DERI 为 了 证 明 条 件 的 充分 性 , 我们 再 加 入 两 个 新 的 点 由 
和 ws, 使 作 恰 与 有 (= 也 区 的 各 点 邻接 ， 从 而 由 G 构成 一 个 图 
G', (WE 5.6) . 

因为 弛 是 m -连通 的 ,所 以 @ 也 只 连通 。 从 而 由 定理 5.9, 有 
此 不 相交 的 道路 联结 wu 和 ss。 将 这 些 道路 限制 到 G h, BA 
就 得 到 我 们 所 需要 的 条 不 相交 的 -Fa 道路 。 

为 了 证明 昂 外 的 -六 ”， 令 SRA n1 个 点 的 一 个 集 ， 
EASE AU A ViR VE WA E GL A Gao M N 


Vs 


5.6 GME. 


(Pilal, Palsi Vi +P] +'S|-|P|>an, 存在 一 个 
划分 ， 它 将 & 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 总 和 Sa tV US nA 
(iU S Sn, WV US BER —A nF E Va AV US YEE 
TF RV, REAME n MARRA, 联结 
了 三 和 六 的 每 一 条 道路 一 定 会 有 六 的 一 个 点 ， 又 因为 我 们 已 经 铬 
道 有 ?条 不 相交 的 Pa-Fa ELBE, BELL | S|, M G E ne AY, 

我 们 已 经 对 于 一 个 图 定义 了 连通 度 对 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 对 
一 对 特定 的 点 凿 和， 定义 连通 度 对 。 计 是 自然 而 然 就 要 求 明 格 尔 
定理 有 含有 连通 度 对 的 温 合 形式 。 下 列 拜 内 克 和 哈 拉 里 [BH6] 的 
定理 是 一 个 这 种 类 型 的 结果 ; BH EM 5.9 的 证 明 就 可 以 证 明 它 。 

定理 5.15 有 序 对 (a, 办 是 一 个 图 GG 中 点 w 和 4 的 连通 度 
对 当 且 仅 当 存在 4 条 点 不 相交 的 uo 道路 和 8 条 互相 线 不 相交 并 
且 也 与 前 面 。 条 道路 线 不 相交 的 w-o 道路 。 面 且 , 这 两 个 数 是 这 
种 道路 可 能 有 的 最 多 数目 。 

一 般 地 说 ,我 们 担 到 的 所 有 的 定理 都 有 相应 的 有 向 图 形式 。 事 
KE 过 拉克 指出 , 他 对 明 格 尔 定理 的 证 明 适 用 于 有 向 图 。 据 此 ， 
我 们 可 以 在 表 5.1 中 再 加 入 12 个 定理 , 即 定理 5.12 到 5.15 和 定 
MSO 到 定理 5.15 的 有 向 图 形式 。 然而 ， 这 样 做 也 没有 多 大 意 
A, 因为 这 个 表 显 然 仍然 是 远 不 完备 的 。 为 了 计算 到 现在 为 止 已 
经 提出 的 变形 的 总 数 ， 我 们 说 ， 可 以 考虑 一 个 图 弛 或 一 个 有 癌 图 
D, 其 中 我 们 可 以 分 离 
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D 特定 的 点 U v 

i) 一 - 般 的 点 2， 

iii) 两 个 点 集 玉 ,a( 如 在 定理 5.18 HATE). 
实现 这 种 分 离 可 以 移 去 

D) 点 ， 

ii) 线 ,或 

i) 点 和 线 ( 如 在 定理 5.15 中 那样 )。 

取 这 些 变化 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 可 以 构成 2.3.3 一 18 个 
定理 。 读 者 可 以 验证 所 有 这 些 定理 都 成 立 , 然而 这 个 练习 是 很 烦 
BN. 

最 后 , 富 尔 克 逊 [Fi9] 证 明了 下 列 定理 ， 它 用 不 相交 的 割 集 来 
代替 不 相交 的 道路 。 

定理 5.16 在 任何 一 个 图 中 , 分 次 两 个 点 和 的 线 不 相交 
药 线 制 集 的 最 多 数 日 等 于 在 一 条 联结 < 和 “的 道路 上 线 的 最 少数 
A, Aidt, 2). 

DAREMA HERA, EC RRR ERAH IE 
明 。 到 这 个 定理 的 所 有 可 能 的 变形 ， 象 我 们 对 于 包含 道路 的 定理 
所 作 的 那样 , 我 们 可 以 进一步 增加 明 格 尔 型 定理 的 数 且 。 


写 、 明 格 尔 定理 的 其 他 形式 


这 一 节 中 , 我 们 再 讲 几 个 明 格 尔 定理 的 变形 。 它们 都 是 先 独 
立地 发 现 , 后 来 才 丰 出 它们 互相 有 关 并 和 且 可 以 表达 成 图 论 的 形式 。 

一 个 网 络 N 可 以 看 作 一 个 图 或 一 个 有 向 图 和 一 个 适 数 , 这 个 
函数 对 每 一 条 线 记 以 一 个 正 实数 。 最 大 流 ” 和 “最 小 崔 量 ”前 精确 
定义 见 福特 和 窜 尔 克 近 的 书 [FF2]。 

定理 5.17 在 任何 一 个 网 络 六 中 ， 若 有 一 条 有 从 v& 到 "的 道 
B, We 到， 的 最 大 流 等 于 最 小 截 量 。 

在 图 5.7 中 可 以 直接 验证 ， 在 这 个 网 络 中 从 到 v 的 最 大 流 
ET 而 最 小 裁量 也 等 于 7, 但 这 并 不 很 明显 。 

在 所 有 的 流 基 是 正 束 数 的 情形 , 就 象 图 5.7 的 网 络 那样 , 最 大 
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图 5.7 有 整数 流量 的 一 个 网 络 。 


流 定 理 与 明 格 尔 定理 的 一 种 变形 是 直接 等 价 的 ， 但 出 现在 明 客 尔 
定理 的 那 种 变形 中 的 是 一 个 多 重 有 向 图 D 利 两 个 特定 的 点 和 
9。 图 5.8 中 面 出 了 表明 这 种 等 价 性 的 - -个 变换 。 共 中 , 在 图 5.7 
中 由 % 到 沁 的 能 力 等 于 3 的 有 向 线 变 换 为 8 条 不 指明 能 力 的 有 
网 线 。 


ERG NR mn 在 网 六 中 e 


3 


u u 
图 5.8 从 网 络 到 多 重 图 的 变换 。 


我 们 定义 一 个 起 阵 的 一 条 线 是 它 的 一 行 或 一 列 。 在 一 个 二 元 
SECC TR ROR DM H, RW RG A A AM BY 
所 有 单位 元 ， 若 每 个 1 都 在 这 个 集 的 一 条 线 中 。 训 的 丙 个 1 称 
为 独立 的 , 若 它 人 不 在 同一 行 中 也 不 在 同一 列 中 。 科 尼 希 [K9] 用 
这 些 术语 得 到 了 明 格 尔 定 亚 的 下 列 变形 ; 请 与 定理 10.2 He Be, 

定理 5.18 在 任何 一 个 二 元 矩阵 中 ,独立 的 单位 元 的 最 多 数 
及 等 于 团 盖 所 有 单位 元 的 线 的 最 少数 目 。 


001000 001000 
110101 100000 
w-|0 01002) w-o0ov0001l, 
011010 010000] 
001001 00000 0- 
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我 们 用 .上 列 二 元 什 阵 M 来 说 明定 理 5.18。 寻 的 所 有 单位 元 
被 第 2 行 .第 4 行 和 第 8 列 . 第 6 列 所 覆盖 ,但 是 M 中 没有 3 条 线 
的 集 可 以 覆 闫 所 有 的 4。 佐 阵 放 ' 中 给 出 了 M 的 4 个 独立 的 单位 
元 而 对 中 没有 5 个 独立 的 1 的 集 。 

当 把 这 个 怎 阵 看 作 集 对 于 元 素 前 一 个 关联 第 隆 时 ， 定 理 5.18 
与 P. 埠 尔 (Iall)[H8] 的 著名 定理 密切 有 关 。 这 个 定理 为 有 限 集 
81, Sa o, Sn 的 一 个 族 具 有 一 组 不 同 的 代表 元 素 提 供 了 一 个 判 
IEW, 就 是 说 , 有 一 个 不 同 的 元 素 的 集 {01， es,…， Conk, 使 对 于 每 
一 个 i aT hp, RIELE Rh ES (Rado) [RUD HEE 
定理 的 证 明 。 

定理 5.19 对 于 一 族 不 同 的 集 Ss, So, s Sm FEA AR 
PAAR FETCHES BAL SSE AE SINE AD A kE 
RRM m RRE 

[证 明 ] 必要 性 立即 可 以 得 到 。 对 于 充分 性 ， 我 们 先 证 芳 集 
{SLOT PAT Snl, 则 有 Sa 中 的 一 个 元素。 使得 集 
的 集 Si, Sa. …， Sma, Sm 一 {9} 也 满足 所 述 的 条 忻 。 如 果 所 说 不 
成 立 , 则 有 Sa PHDR e Mf, (1, 2,…, mI TMT AK, 


(YU Sa eHIT 
和 (LSD U Gam (DISIE H 
但 这 样 就 有 
(Jit E >| (U8) U Ga (0) | + 10 SD U Sn {£7})| 
>| SD Un +] JSA 
>|JUK|+1+|INK|>]J|+|K], 
这 是 一 个 矛盾 。 
现在 ,充分 性 可 以 用 对 数 |8,| 中 最 大 的 数 进行 归纳 来 得 到 。 车 
每 个 集 者 是 单元 素 集 ， 无 需 证 。 应 用 上 述 结论 (必要 时 多 次 重复 ) 
于 阶 最 大 的 集 就 可 以 逐步 进行 归纳 。 
在 图 5.9 中 ， 我 们 给 出 一 个 二 部 图 马 ， 它 的 点 或 者 代表 集 吕 


u SER 连通 性 


或 者 代表 元 素 a B 的 两 个 点 邻接 当 且 仅 当 其 中 一 个 点 代表 一 个 
集 而 另 一 个 虚 代表 一 个 元 素 而 且 这 个 元 素 属于 这 个 集 。 在 一 个 象 
图 5.9 那样 的 图 中 引进 两 个 新 点 就 可 以 将 定理 5.19 与 明 格 尔 定 
理 联系 起 来 。 称 这 两 个 新 点 为 和 w%， 且 将 w 与 每 个 代表 一 个 集 
的 点 Sy 联 起 来 ,将 2 与 每 个 代表 一 个 元 素 的 点 oy 联 起 来 , 从 而 得 
到 一 个 新 的 图 。 于 是 定理 5.19 就 可 以 对 这 个 图 用 最 大 流 定理 或 
明 客 尔 定 理 的 适当 的 线形 式 来 证 明 。 


S S Ss S s Sy 


5.9 MERKEEN- NIMA. 


E TRAR RB Dilworth) [DP 幻 的 下 列 定理 虽然 是 用 修 论 的 
语言 来 叙述 的 *， 但 已 经 证 明 ( 见 米尔 斯 基 (Mirsky) 和 珀 费 党 特 
《Perfeot) [MPT]) 这 个 结果 等 价 于 霍 尔 定理 。 一 个 格 的 两 个 元 素 ， 
如 果 任 何 一 个 都 不 强 于 另外 一 个 就 称 为 是 不 可 比 的 ( 见 伯 交 置 夫 
(Birkhoff) [B18]) 。 一 个 格 的 一 条 链 是 指 一 条 在 格 的 “ 哈 塞 图 解 ” 
中 从 上 面 的 元 素 到 下 面 的 元 素 的 下 降 道 路 。 

定理 5.20 在 任何 一 个 有 限 格 中 , 不 可 比 元 素 的 最 多 数目 等 
于 用 来 包含 所 有 元 素 的 链 的 最 少数 明 。 

例如 , 在 3- 方 体 的 格 中 , 至 多 有 8 PRA, 很 容易 用 3 
条 链 来 覆盖 所 有 的 元 素 , 但 只 用 二 条 链 就 不 可 能 。 

这 一 节 中 ， 我 们 已 经 见 到 几 个 电 现 在 图 论 以 外 的 领域 里 的 明 
格 尔 型 定理 , 对 这 种 结果 的 一 个 更 广泛 的 处 理 见 综合 文章 [H33]。 
有 庞大 的 文献 论 及 有 关 不 同 的 代表 元 素 组 的 各 个 定理 ， 其 中 一 个 
巧妙 的 综合 见 米尔 斯 基 和 珀 费 克 特 [MP1] 。 


”更 一 般 地 ,这 个 结果 对 半 序 集成 立 。 


习题 


5.1 a) ATK K+. 的 连通 度 等 于 4。 

b) 多边形 Cn 的 乎 方 ,mn>5 的 连通 度 等 十 4， 

5.2 每 个 连通 图 至 少 有 Zw2 条 线 。 

5.3 ”构造 一 个 图 ,有 x==3, 和 一 4 8 二 5。 

5.4 车 和 (KG) 换 成 x(GD ,定理 5.3 不 成 立 。 

5.5 不 存在 有 7 条 线 的 8 连通 图 。 

5.6 在 每 一 个 三 次 图 中 , 连通 度 与 线 连 通 度 相 等 。 

5.7 问 在 4 度 正 则 图 中 可 能 出 现 怎样 的 连通 度 对 ? 

5.8 BG ir WENN, #=1, W A<[0/2], 

5.9 构造 一 族 (2 9) E, 2¢/p 是 整数 ,使 *=29/p。 

5.10 令 台 是 一 个 完全 m 部 图 但 不 是 Co 则 每 一 个 最 小 的 线 
调集 是 某 个 点 的 上 边缘 。 (M. D. ER) 

5.11 求 图 形 5.5 中 的 图 中 s Mi HARE, 

5.12 求 一 个 有 点 和 和 的 图 , 它们 的 连通 度 函 数 是 (0, 5), 
G, 3), (2, 2), @, a 

5.13 利用 托 特定 理 5.7 证 明 方 体 的 图 是 3- 连 通 的 。 

5.14 一 个 连通 图 人 的 符 一 个 块 是 一 个 轮 当 上 且 仅 当 9 一 2 一 
2 BA TER PRL uo, xe, v) = 1 或 3。 

(HREH @Bollobas) [B14]) 

5.15 每 一 个 三 次 的 3- 连通 图 可 以 从 K, 经 过 下 列 构造 得 到 ， 
将 两 条 不 同 的 线 tts 和 wava( 人 允许 幼 一 咖 ) 换 成 出 两 个 新 的 点 地 
Al wa, FUGA Uawa, WiDr, Usa, Wada 和 wir 构成 的 子 图 。 

5.16 给 定 联结 一 个 3- 连 通 图 G 的 两 个 点 & 利 ?的 两 条 不 
相交 的 道路 Pi 和 了， 古 不 是 总 可 以 找到 联结 uw 和 的 第 三 条 道 
路 , 它 与 Pz 和 Po 都 不 相交 ? 

5.17 对 于 联结 一 个 图 中 两 个 邻接 的 点 的 不 相交 道路 的 最 多 
数 日 ,叙述 类 似 十 定理 5.9 的 结果 。 

"5.18 fep) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 数 ， 使 得 对 于 o> 
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F), 每 一 个 (p, 外 图 都 有 由 7? 条 不 相交 道路 联结 的 两 个 点 ， 则 
(全 一 及 fap) = [Bp—1) /HUF = 27-1, 
CHAR BAD 
5.19 $ GAAP dA x>, N pex(d—1) +2, 
GER Ai (Watkins) [W5]) 
5.20 SC 是 满足 下 列 的 条 件 的 最 大 的 数 ， 使 G 中 每 一 个 有 
《个 点 的 集 含 在 某 个 图 中 。 在 一 个 3- 连 通 的 图 G k, a=b 成 立 
HERH GA n 个 点 的 一 个 集 8, 使 x(G 一 8) 之 x 十 1。 
( 沃 特 金 斯 [W5]) 


5.21 E G EEE, 
«(@) 14min x(G—>), 


5.22 FIT, SR u o OATS AT 
集 的 最 多 数目 等 于 du, 9) 一 1。 

5.23 RAG, 对 每 一 条 线 2 都 有 eGo) <x(G)， 则 称 
此 图 为 二 最 小 图 G; 

a) G 是 “最 小 的 当 且 仅 当 对 每 一 对 邻接 的 点 2, x(w, 2) 
=#(G)。 


b) 车 GG 是 *- 最 小 的 , 则 5 一 x。 ( 海 条 (Halin) [H5]) 
5.24 证 明定 理 5.48 和 5.19 HIA ECAY M. RRT, 
P. 49]) 。 


6.25 GB w EH, n>? M O(@ > (Bn—-1)/2, Gp 
存在 一 个 点 风 使 得 Go HE nH, 
(BBL, Ss (Lick) [CKL1]) 


高 卢 的 国土 分 成 三 部 分 。 
一 一 J* EAR, BRL 


一 个 图 的 各 个 点 的 度 chs, oo, dp RIENE, E NI 
和 当然 是 29。 按 照 数论 中 的 习惯 ,一 个 正 整数 的 一 个 划分 定义 
为 正 整 数 的 一 个 表 或 者 看 作 一 个 无 序 正 整 数组 ， 这 些 止 整数 的 和 
是 mw。 按 这 个 定义 , 4 有 五 种 划分 ， 

4, 3+1, 2+2, 2 十 1 十 1, 1414141, 

在 一 个 划分 中 加 项 的 次 序 是 不 重要 的 。 一 个 没有 孤立 点 的 
图 各 个 点 的 度 就 决定 了 29 的 这 裕一 个 划分 ， 但 是 ,因为 要 有 一 个 
对 于 所有 的 图 都 成立 的 定义 ， 记 以 比较 方便 的 是 使 用 一 个 更 广泛 
HEX, 即将 正 整 数 的 要 求 换 为 非 负 整 数 。 

非 负 整数 一 的 一 个 划分 是 非 负 整数 的 一 个 有 限 圾 ， 这 些 音 负 
整数 的 和 是 %。 在 这 种 意义 下 ，4 的 划分 也 允许 有 任意 有 限 数 自 
的 堆 加 项 。 属 于 一 个 图 的 划分 是 29 作为 各 点 的 度 的 和 的 一 种 刘 
分 。 如 定理 2.1 所 证 明 ,2di。4 RA ERINDRER 
中 只 有 二 种 属 十 一 个 图 。 见 图 
6.1, 

若 一 个 图 G 它 各 点 的 度 
Ardy 则 分 % 为 Pp 个 部 分 的 划 
分 ZH. 称 为 是 图 划分 。 若 一 个 aa rtie 
划分 是 图 划分 , 则 一 定 有 <p 图 6.1 4 的 图 划分 。 

一 二 并且 nn 是 侦 数 。 这 两 个 条 件 对 于 一 个 划分 成 为 图 划分 并 不 是 
充分 的 。 如 划分 0 一 8 十 +8 十 1 就 不 是 一 个 图 划分 。 现 在 引起 
了 二 个 有 关 的 问题 。 第 一 , 如何 次 定 一 个 给 定 的 划分 艺 不 是 图 划 


oR AR 划 分 


分 ? 第 二 ,对 于 一 个 给 室 的 图 划分 ,如何 构造 这 样 一 个 图 ? 对 先 一 
个 问题 的 一 个 在 在 性 的 管 案由 厄 尔 多 斯 和 加 莱 [ 避 给 出 。 急 一 
个 由 哈 大 尔 (Havel) [36] Ute of K (Hakimi) [HAT fe K 4h v i 
HAARAA RTA, BET, 我 们 
SEE IX TARE 

定理 6.1 分 一 个 偶数 为 p 个 部 分 的 划分 一 (di, do, ++, do), 
P~L> dy dae dy, 是 一 个 图 划分 当 且 仅 当 经 过 修正 后 的 划分 

U= (da—-1, Gd, dasa—!, dessa, +, dp) 
也 是 图 划分 。 

[让 明 ] 因为 由 一 个 有 划分 下 的 图 可 以 由 加 上 一 个 邻接 于 
度 为 四 一 二 da—i, e, dst 一 的 各 点 的 新 点 来 构成 一 个 有 划分 
TT UPA, 所 以 ,如 果 IT 是 图 划分 , 则 本 也 是 图 划分 。 

WES G 是 有 划分 工 的 一 个 图 。 如 果 度 为 血 的 一 个 点 分 接 
于 度 为 中 的 各 点 ,i 一 2 B+), 则 移 夫 这 一 点 就 产后 - -个 有 则 分 
I Ma. 

所 以 我 们 只 要 证 明 可 以 由 GESER AR > lo 
我 们 假定 在 G RA o WEA d, v 是 度 为 出 的 一 个 点 ， 并且 与 
它 邻 接 的 各 个 点 的 度 的 和 是 最 大 的 。 WE o 不 是 与 所 有 j=2 到 
由 十 1 的 点 BE, WA ey, dds 使 得 mw 是 一 条 线 而 
on PERR. F ads, BEA me Hv BRM oy RR 
接 。 移 去 线 mei Boe, MER Mow, 产生 另外 一 个 图 , 在 
这 个 图 的 划分 Oh, Fu 邻接 的 点 的 内 的 和 比 在 9 中 更 大 。 重 
复 这 种 过 程 就 产生 一 个 图 ,其 中 ww 有 所 需要 的 性 质 。 

这 个 定理 给 出 了 一 个 有 效 的 算法 来 从 一 个 划分 构成 一 个 图 ， 
只 要 这 样 的 图 存在 。 如 果 这 样 的 图 不 存在 ， 算 法 就 在 某 一 步 不 能 
应 用 。 

系 6.1( 算 法 ) 一 个 给 定 的 划分 T= (dy, ds,…, dp), 有 

p-- Led > dye --- dy, 
ER-TAMDY ANT PRE PP SH 
划分 。 


BAR 划 分 的 


1. 求 出 如 定理 6.1 的 陈述 中 所 说 的 经 过 修正 后 的 划分 JT'。 

2. 重新 排列 D WR, 使 它们 成 为 非 增 的 , 并 且 称 得 到 的 划分 
为 Mo 

3， 和 第 一 步 一 样 , 求 出 M 的 经 过 修正 后 的 划分 再 "和 重新 
排列 后 的 划分 Hao 

4. 只 要 得 到 的 是 非 负 加 项 , 就 继续 这 个 过 程 。 

车 在 一 个 中 间 阶 段 得 到 -个 划分 己 知 是 图 划分 ,就 停止, 因为 
这 时 候 已 经 知道 工本 妆 也 是 图 划分 。 为 说 明 这 个 算法 ,我 们 试 鉴 
定 下 列 划 分 : 


T=, 5, 3, 8. 2, 2, 2), 
WHC 4.2944, D, 
Ihe 422340, 


we( 1,4, 7, 0,1). 
BAR T EADS}, SPL 和 也 是 图 划分 。 这 样 构成 的 图 画 在 图 
6.2 中 。 


t vs 


ha a 


EMRA Eka 


图 6.8 HÈ 


厄 尔 多 斯 和 加 菜 的 定理 [G41] 本 质 上 是 存在 性 的 ， 但 它 用 同 
样 的 构造 法 来 证 明 。 

定理 6.2 ZU (iy, de, o, 册 ) 是 分 24 为 p 个 部 分 的 一 个 
FS, Gy dae dy, 则 也 是 图 划分 当 且 仪 当 对 每 个 整数 7, 1< 
r<p-1, 


六 msrtr 一 1 二 2 min{r, de (6.1) 
在 Fi 
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[证 明 ] 条 件 (6.1) 的 必要 性 立即 可 以 得 到 如 下 。 给 定 呆 是 
2g 的 一 个 属于 图 G 的 划分 ，Y 个 最 大 的 度 的 和 可 以 看 作 两 部 分 ， 
第 一 部 分 由 相应 的 这 ?个 点 互相 联结 的 线 所 给 予 , 第 二 部 分 从 
联结 这 ?个 点 中 的 一 点 与 其 余 p 一 ”个 点 中 的 一 个 点 的 线 得 到 。 


这 两 部 分 分 别 至 多 为 r(r 一 了 4S minty, dha 


充分 性 的 证 明 由 对 p 进行 归 纳 得 到 。 显 然 这 个 结果 对 于 有 一 
个 或 二 个 部 分 的 序列 成 立 。 假 定 它 对 于 有 个 部 分 的 序列 成 立 ， 
LẸ h, da, oo, tye 是 一 个 满足 定理 的 假设 的 序列 。 

令 mw 和 是 最 小 和 最 大 的 整数 ,使 得 

n= 
构造 一 个 有 Pp 个 项 的 新 序列 , 令 
afer i=l Bj mi fln—(dy—m)-1 到 nn 一 1*; 
dit, HERR ie 

若 定理 的 假设 对 十 新 的 序列 6&1，…, es 成 立 ， 则 了 由 归纳 法 假设 ,有 
一 个 图 以 各 个 数 w 为 度 。 一 个 有 给 定 的 度 序列 十 的 图 可 以 由 加 
上 一 个 度 为 心 的 新 点 使 它 邻接 于 如 下 的 一 些 点 来 构成 , 这 些 点 的 
度 相 应 于 上 面 在 da 中 减 去 工 得 到 的 那些 项 ee 

TRPP aSa Se. 假定 条 件 (6.1) 不 成 立 , LSA MH 
它 不 成 立 的 了 的 最 小 值 。 则 


Bara + È mnt, ee (6.2) 
然而 下 列 不 等 式 成 立 : 

S dat + [Si minth+d, d), (6.3) 

Sasi) (2+ Ši minh, e), (6.4) 


ee on 
Des @—2h—-8)-+ $ min(h—2, et, (6.5) 


用 8 记 满 足 i< 有 上 且 6 一 Qiv1 一 1 的 5 的 个 数 。 则 从 (6.3) 减 去 


* 原 书 印 识 。 一 一 详 注 


BAT 划 分 TL 
(6.2), M (6.2) RM (6.4), (6.5), BB 
ts<2h+ $ (min{h+1, sa} —min{h, e}), (6.6) 
@>2(h-1) —minfh—-1, er} 
+È, (min{h, e}—minfh—1, a), G7) 
er ate, 4h—6—min{h—2, e1} —min{h—2, en} 
+È, (min{h, e} —min{h—2, ed). (6.8) 


注意 ark, 天 为 厦 则 不 等 式 (6.7) 就 给 册 一 个 矛盾 。 令 4&8， 
7 分别 记 满足 了 > 天 而 a>h, gh Mach Wt BPR, BL, 令 
a, bi, of ihe i PRE a= daai 的 个 数 。 则 


dy=sta' tote’, (6.9) 

不 等 式 (6.6)-(6.8) 现 在 成 为 
s+ 二 o's (6.10) 
eQgahtatd, (6.11) 


nin ef —min{h—2, af), (6.12) 
th 


现在 要 分 所 种 情形 来 考虑 : 
情形 .0 二 0。 因 为 山 关 es, 我 们 由 (6.11) 得 
htatb<dio 


但 结合 (6.9) 与 (6.10) 得 
dy <2h+a+a +25", 
RETA BS . 
情形 2. d>0, Xhn>h, WEW, H du>h H dae, 
+1*, AAH dah s=h Mamas (ABR (G.10)M6.9) 
结合 统合 
Qth<thtadt+bto—di+h, 
这 是 一 个 矛盾 - 


* REM, Anndan hline, AH >O R ench, K earel 
ii dat AWdas he FE dav hedaste UR dasare BE 
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情形 3. o>>1 和 出 11= 有 。 在 这 种 情形 下 o%=h。 由 (6.11)， 
a=b—0; (6.9), d=ste', MH, AX actin EDA Hi, 
i>h, ie=h—-1*, MERER 6.12 AE 

br-1>h~ 14e hk, 
所 以 ee 一 加 一 1 。 从 而 s 一 A 一 1 和 由 (6.9)， 
, Gehl te So, 1<ds, 
这 是 一 个 矛盾 。 

情形 4. m1 Ri dimko MORIA eh, a-h-0 和 
d=stel, BA s<h—-1, BA AHA HIRT s=0"*"*, REL d, 
= 二 AAW 有 =1。 于 是 从 .了 就 显然 满足 。 这 是 一 个 矛盾 。 

因为 eh A dara >en BABS, dar PEDF ko FERA 
可 能 情形 都 已 经 考虑 过 了 , 定理 证 毕 。 

有 了 时, 一 个 划分 是 不 是 图 划分 可 以 很 快 地 决定 。 车 它 是 图 划 
分 ,也 可 以 看 出 具有 这 个 划分 的 图 的 本 质 。 例 如 , 很 容易 给 出 一 个 
准则 来 判定 一 个 划分 是 不 是 属于 一 个 树 。 这 个 结果 回答 了 奥 尔 
[05, P. 62] 提 出 的 一 个 问题 这 个 结果 也 曾经 被 独立 地 得 到 过 好 
多 次 。 

定理 6.3 一 个 划分 29 一 23d 属于 一 个 树 当 上 量 仅 当 每 个 
EW, 并且 7 一 2 一 to 

作为 一 个 说 明 , SBR) 165 4-34-2414141414-14-1, 


Tai 
Th 
图 6.8 具有 现 一 个 划分 的 两 个 树 。 
© EDL, ALL mAs KAW oe ROSE RAL dasa data damda, {B dasi 
一 p= H dida, UH a=b =0, en 。 一 详 
注 
“” 见 上 页 的 注 。 
HE ea Ph Bash, MGW ich, doh, MW i< dureta 


一 一 译注 
时 dad chd, ATU mtlel, Bee 的 定义 ,得 s 一 0。 一 一 译注 


习 题 B 


此 处 ,对 每 个 和 >0, 且 9 一 8 而 ?一 9。 于 是 定理 6.3 告 诉 我 们 ， 
这 是 一 个 树 的 划分 。 基 有 这 个 划分 的 西 合辑 通 在 网 6.3 中 。 


.习题 
6.1 下 列 划 分 哪些 是 网 划分 ? 
a) 4 十 3 十 3 二 3 十 2 十 2 十 2 十 1。 
b) 8+7+6+5+4+8+2+2+1, 
c) 5 十 5 十 5 十 3 十 3 十 3 十 3 十 3。 
d) 5 十 和 十 8 十 2 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 十 1 十 4。 
6.2 画 出 所 有 右 划 分 5+5+3 十 3 十 2 十 2 的 图 。 
6.3 2B) 4} 16=—54+3+4+241414-141414+1 M FM 6.3 
的 每 一 个 树 。 有 没有 别 的 本 也 具有 这 个 划分 ? 
6.4 构造 所 有 有 6 个 点 的 正则 图 。 
6.5 构造 所 有 的 总 个 有 8 个 点 的 连通 的 三 次 图 ; 所 有 的 20 
个 有 10 个 点 的 连通 的 三 次 图 。 《 巴 拉 班 (Balaban) [B2]) 
6.6 没有 各 个 部 分 俐 不 同 的 图 划分 。 p>2 时 ， 只 有 二 个 有 
多 个 点 的 图 它们 的 划分 中 恰 有 二 个 部 分 是 相等 的 , 这 天 个 图 互补 。 
《 贝 扎 特 (Behzad) 和 肥 特 郎 [B03]) 
6.7 一 个 图 划分 是 侧 单 的 , 若 只 有 一 个 图 有 这 个 划分 。 每 一 
个 有 4 个 部 分 的 图 划分 是 简单 的 ， 不 是 简单 的 图 划分 中 所 有 的 部 
分 的 最 少数 目 是 5。 
6.8 一 个 划分 (也 ,da,…, oy) PP ACER, ~E 
使 它 所 邻接 的 点 的 度 增 加 ) 当 且 仅 当 Da, 是 偶数 。 
CRH [HA]) 
6.9 MER 2 的 一 个 划分 具有 形式 [二 (qs, da …, do), 
T h> h>- >d, 则 开 属 于 某 个 多 重 图 当 且 仅 当 9 关中 。 
(AARE 4]) 
6.10 ”属于 某 个 多 重 图 的 一 个 划分 UGH 75 BD T 
一 个 多 重 图 当 且 仅 当 至 少 下 列 条 件 之 一 成 立 ; 
1. p<3, 
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dy=dyt-+dyo 

由 十 2 一 居士 … 十 tp H. dyads 一 (po 
p=4 iif dy>dy=l, 

» ye a 


co a w N 


(PIJE /R (Senior) [811], RHR) 

6.11 证 明 或 在 定 ， 一 个 树 的 划分 属于 不 止 一 个 树 当 且 仅 当 
至 少 有 一 个 部 分 大 于 2, 有 三 个 部 分 大 于 1, 且 洁 大 于 1 的 只 有 三 
个 部 分 则 它们 是 不 相等 的 。 

6.12 SM=(h, dy, do), GaSe >d 和 9 之 3, 是 一 
个 图 划分 。 则 

a) 本 属于 某 个 连通 图 当 且 仅 当 引 >0 和 a>2(p 一 1)。 

b) 世 属 于 某 个 块 当 且 仅 当 dp>1 和 hpi) 

6.18 ”如 上 一 个 习题 中 的 一 个 图 划分 本 属于 某 个 线 连 通 
图 ,n=2, MARYS dan, CRAB Zk (Edmonds) [E1]) 

6.14 对 于 任何 一 个 非 平 凡 图 全， 又 对 任何 一 个 划分 p= 入 
tpa EANA V =V UV o EV] =p B AVD) HAD) 
s4(9)。 《 洛 瓦 斯 (Lov&sz) [1.4]) 


第 七 章 可 行 遍 性 


一 名 谎言 会 让 你 走 得 远 远 的 ， 
但 是 不 能 使 你 回 家 。 
一 一 佚名 


图 论 的 一 个 圣 点 就 在 于 它 在 一 些 礁 题 和 游戏 中 大 旱 表 现 出 
来 ,这 个 特点 曾经 促进 了 一 些 论题 的 营 及 。 其 中 有 一 种 类 型 常常 
可 以 转化 成 以 下 这 样 一 个 图 论 问题 ， 在 一 个 图 中 决定 是 否 存在 一 
KKR R- REME. 如 在 第 一 章 中 提 到 过 , 欧 拉 图 的 
概念 是 当 欧 拉 研 究 哥 尼斯 堡 七 桥 河 题 时 形成 的 。 我 们 在 本 章 中 要 
提出 欧 拉 图 的 两 个 特征 。 接着 研 究 哈密 顿 图 , 并 且 给 出 一 个 图 成 
为 哈密 顿 图 的 某 些 必 皮条 件 和 充分 条 件 。 然而 , 我 哈密 顿 图 的 一 
个 简洁 而 有 用 的 特征 ,使 之 不 仅仅 是 定义 的 一 个 隐没 的 同 义 诸 , 这 
仍然 是 一 个 诱 人 而 没有 解决 的 问题 。 


1, RHA 


如 我 们 存 第 一 章 中 已 经 看 到 ， 欧 拉 对 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 的 否 
定 解 成 了 图 论 中 第 一 个 公开 发 表 的 发 现 。 通 过 各 条 桥 近 行 这 个 问 
题 可 以 抽象 为 一 个 图 论 的 问题 给 定 一 个 图 @# 是 否 可 以 找到 一 条 
通道 通过 每 条 线 正好 一 次 , 从 而 经 过 所 有 的 点 再 回 到 起点 ? 如 果 一 
个 图 中 可 以 找到 这 样 的 一 条 通道 , 这 个 图 就 称 是 欧 枉 的 。 于 是 ,一 
个 欧 拉 图 有 一 条 欧 福 迹 , MRA AMA AMA, BR, 
一 个 网 拉 图 一 定 是 连通 的 。 

定理 7?.1 下 列 陈述 对 于 一 个 连通 图 *G 是 等 价 的 : 


”这 个 定理 显然 对 于 多 重 图 也 成 立 。 
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D G 是 欧 拉 的 。 

(2) G 的 但 个 点 的 度 是 偶数 。 

(8) 经 的 线 的 集 能 划分 为 图 。 

DEN) DAAA). STR Hi RRR, Tp — 
DEDERAT BL — UH LG AE 2, H G i RR de 
中 恰 出 现 一 次 , 每 个 点 的 庭 就 一 定 是 偶数 。 

DAA). AAG REMMI, APRA ES 
少 是 2 所 以 但 全 有 一 个 图 2。 移 去 的 各 杀 
AG, HPS RHE OREM, HO BAR, MO) BAR 
立 ; 否则 , 重复 应 用 这 种 论证 于 Gz 产生 一 个 图 Ga， 其 中 所 有 的 点 
的 度 仍然 是 偶数 ， 等 等 。 当 得 到 一 个 全 不 连通 图 G 时 ， 我 们 就 得 
到 将 G KRII n DE-A Ro 

Dar. CHART RTE. HERR 
图 组 成 , 则 4 显然 是 欧 拉 的 。 否则 ， 有 另外 一 个 圈 Za 与 2 有 一 
个 公共 点 几 Moo FRE Ze 和 2 相继 组 成 的 通道 是 含有 这 
两 个 图 中 各 条 线 的 一 条 财 迹 。 继续 这 种 过 程 ， 我 们 可 以 构成 一 条 
AEG 的 所 有 的 线 的 闭 赤 ; 从 而 @ ERKEN 

PAINS 7.1 中 的 连通 图 ， 
POP RET RAVER EAT 
一 条 欧 拉 迹 ， 而 且 它 的 线 的 集 
可 以 划分 为 图 。 
由 定理 7.1 可 得 ， 营 一 个 
ATI 一 个 欧 拉 图 。 连通 图 日 没有 度 为 奇数 的 点 ， 
则 如 有 一 条 闭 迹 含有 人 的 所 有 的 点 和 和 线 。 对 于 具有 一 些 度 为 奇 
数 的 点 的 连 道 图 有 一 个 类 似 的 结 玉 。 

RTIG 令 各 是 一 个 连通 图 ， 愉 有 29 个 点 的 度 是 奇数 ， 
n>, 则 台 的 线 的 集 可 以 划分 为 n 条 开 迹 。 

系 7.2) 令 G 是 一 个 连通 图 , RATHER, W 
Gf 有 一 条 开 迹 ， 它 含有 G 的 所 有 的 点 和 线 ( 它 从 一 个 度 是 次 数 的 
点 开始 到 另外 一 个 度 是 夷 数 的 点 为 止 )。 
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2. BRA 


RUE ROB LAER TE AT CAT AOR Bo E 
结构 时 提出 了 一 族 以 他 前 名 字 命名 的 图 。 若 一 个 图 他 有 一 个 生 
REZ, WEG 为 一 个 哈密 顿 图 , WZ ROP ERB, 虽然 已 
经 知道 几 个 必要 的 或 充分 的 条 件 ， 供 哈密 顿 图 的 简洁 的 特征 还 没 
有 找到 。 一 个 8 图 是 一 个 块 , 它 有 两 个 度 为 8 的 不 邻接 前 点 ,而 所 
有 其 他 的 点 的 度 为 32。 于 是 一 个 日 图 由 再 个 度 为 8 的 点 和 联络 它 
们 的 三条 长 度 至 少 为 2 的 不 相交 道路 所 组 成 。 

定理 7.2 每 一 个 哈密 顿 图 是 2- 连 道 的 ， 每 一 个 非 哈密 顿 的 
2 连通 图 有 一 个 9 子 图 。 

HR 7.2 BR) AB HY BR AER Ys SB 
到 一 个 2 子 图 。 

AE EPT EK FAEM R 
-AERAR ARRE 
什 。 它 排 广 了 奥 尔 和 地 拉克 的 一 些 较 
早 的 结果 , 这 些 结 果 现 在 作为 它 的 系 。 TR REL. 

定理 ?.3 令 图 GG 有 p>3 个 点 。 车 对 每 一 个 ,1<n<(p 
一 /2， 度 不 四 过 的 点 的 数目 少 于 w， 且 若 对 奇 的 p， 度 至 多 等 
于 《2 一 了 /2 的 点 的 数 日 不 超过 (2 一 1)72 则 SO ae, 

[证 明 ] 假定 定理 不 成 立 。 又 令 对 是 一 个 有 2 个 点 且 满 足 
定理 的 假设 的 最 大 的 非 哈密 顿 图 。 容易 看 出 ,在 一 个 满足 定理 条 
件 的 图 中 再 加 入 任何 一 条 线 产 生 的 图 也 满足 这 些 条 件 。 于 是 因为 
在 @ 中 加 入 任何 一 条 线 产 生 一 个 哈密 顿 图 , 任何 两 个 不 邻接 的 点 
必 由 一 条 生成 道路 相 联结 。 

我 们 先 证 明 诬 至少 是 (p 一 二 /2 的 每 一 个 点 与 度 大 于 (p 一 1)/2 
的 每 一 个 点 邻接 。( 不 失 一 般 性 ) 假 定 deg n> (p—1) /2 Ai deg 
ee p/2, E o 和光 不 邻接 。 则 有 一 条 生成 道路 mpa…ep 联 绪 o 
Ae. SABRE F 01 的 点 是 Ma …, My 这 里 mw 一 deg ba， A 2 一 页 < 
Leino TAR 加 不 能 邻接 于 任何 一 个 wa BAHR, AAE 


?8 GRR FT FT fe 
MG ef Ai — 4 ne n, 


Vaa VPM pv MY» 
现在 因为 w> (p—1)/2, KARTA p/2<deg o,<p—1—n<p/2, 
而 这 是 不 可 能 的 ,所 以 mi H vy 必须 邻接 。 

村 是 可 得 ， 若 对 所 有 的 点 % degv>p/2, W G Ame HH. 
(这 个 结论 在 下 面 作为 系 7.3(b) 来 叙述 ,) 因 为 上 述 论证 草食 从 
的 每 一 对 点 均 邻 接 ， 所 以 好 是 完全 的 。 但 这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 对 
于 全 部 p>3, K, RO BBN. 

FREG H+, A dege<p/2, & mm 为 所 有 这 种 点 
中 最 大 的 度 , 且 选 一 个 点 wm, 使 leg v1 一 m。 由 假设 , ERE m 
的 点 的 数 日 至 多 是 m<p/2。 于 是 一 定 有 多 于 % 个 点 的 度 大 于 
m, 从 而 至 少 有 zp/2 个 。 于 是 有 某 个 点 ， 例 如 wp, 它 的 度 至 少 为 
PD/2 而 不 与 全 邻接 。 因 为 v1 与 om 不 邻接 , 有 一 条 生成 道路 owr 
4 如。 和 直面 一 样 ， 我 们 将 G 中 与 01 邻接 的 点 记 作 we，…，? H 
TER oy ARAB m 个 点 ou 中 的 任何 一 个 邻接 , TSj<m。 但 因 
Hy Si vp ARE, 而 op REEDE 9/2, 由 证 明 的 第 一 部 分 ，m 
一 定 小 于 (p 一 了 /2。 由 假设 , 度 至 多 为 mw 的 点 的 数目 少 于 m, 所 
以 至 少 在 只 个 点 wri 中 有 一 个 点 ， 例 如 vw" 的 度 必然 至 少 为 p/2。 
于 是 我 们 给 出 了 两 个 不 邻接 的 点 w 有 o, 它们 的 度 都 至 少 为 2/2。 
这 个 矛盾 完成 了 证 明 。 

这 些 充分 条 件 并 不 是 必要 的 。 图 了.3 中 的 三 次 图 Bi 是 哈密 
HR, 但 显然 不 满足 定理 的 条 件 。 然 而 , 这 个 定理 就 下 列 意义 来 说 
是 最 佳 可 能 的 , 即将 条 件 再 减弱 一 点 就 不 能 作为 充分 条 件 。 例 如 ， 
KR pes Al l<n<(p—1)/2 构成 图 Ga, 它 有 一 个 割 点 和 两 个 块 ， 
其 中 一 个 块 是 Ku 而 另 一 个 块 是 Ky 这 个 图 不 是 哈密 顿 的 ， 
但 它 违 背 定理 仅仅 在 于 洽 有 对 个 点 的 度 为 wm。 对 2=8 和 wm= 一 3， 
这 个 构造 在 图 7.3 中 作出 。 BRU pa Intl, n>l, HARE 
Kans, WE REM BI, 但 它 违背 定理 仅仅 在 于 有 (Pp 一 14) /2 
+1 WBE (p-1)/2, MF p=5, W73 中 的 图 G=Kaa 
说 明了 这 个 构造 。 


Gu a 
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将 波 塞 定理 等 殊 化 ， 我 们 得 到 较 简单 的 但 是 较 不 右 力 的 充分 
条 件 , 它们 分 别 属于 奥 尔 [03] 和 种 迪 拉 克 [D6] 。 

ATI) 车 p>3， 且 对 于 每 一 对 不 邻接 的 虚 刀 和 多 
degu 十 deg ?之 p, M G 是 险 密 顿 的 。 

系 7.8(b) 车 对 日 的 所 有 的 点 %, dogv>p/2, 其 中 3, w 
好 是 哈密 顿 的 。 

事实 上 ,图 7.3 THER EMA G 有 四 个 生成 图 。 最 小 的 
三 次 哈密 顿 图 至。 有 三 个 生成 图 。 这 些 结果 可 以 作为 对 于 发 表 在 
托 特 的 一 篇 论文 [T6] 中 的 O. A. B. HEH Smith) 的 定理 的 说 明 。 

定理 ?.4 每 一 个 二 次 哈密 顿 图 有 至 少 三 个 生成 网 。 

索 特 (Tait) 猪 想 LT1]， 每 一 个 三 次 的 3- 连通 可 平面 网 * 含有 
一 个 生成 圈 。 托 等 IT6 以 奉 定 的 形式 解决 了 这 个 问题 ， 即 证 荔 了 
图 7.4 中 的 有 46 个 点 的 3- 连通 可 于 面 图 不 是 哈密 顿 的 。 

已 知 的 最 小 的 非 哈密 顿 的 3- 连 通 志 次 可 半 面 图 有 路 个 点 ， 
Cih J. RA (Lederberg), J, WEET (Bosak) D. BJE (Bar- 
notte) ghy, 见 赂 伦 鲍 姆 (Griinbaum) [G10, P. 359] , 

欧 拉 图 和 哈密 顿 图 之 间 表 商 上 人 缺乏 任何 联系 。 这 可 以 用 图 
URH RT VEO. MUIR, mes ee a 
te 


B 第 UL 可行 由 性 


7.5 来 说 明 ,其 中 


我 们 将 和 用 “ 线 


feet 


AREAL 


习题 


图 7.4 托 待 图 。 


bh 每 个 图 是 有 8 个 点 的 一 个 抉 ,然而 , 在 下 一 章 中 ， 
图 ”的 概念 来 使 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 联系 起 来 。 


REFA 3 ye) 


/ 


KIZA 
AN 


N 


BTS 欧 拉 图 和 《或 ?哈密 略图 。 
顺便 提 到 ，M. D 普 卢 默 猜 起， 每 一 个 连通 图 的 平方 是 险 
窗 顿 的 。( 这 已 经 证 明 是 对 的 。 一 一 译注 ) 


7.1 在 | 


TA 


图 的 划分 。 


G 中 找 一 条 欧 拉 迹 及 一 个 将 DER AD 


1.2 若 一 个 连通 图 G 的 每 一 个 抉 是 欧 拉 的 , 则 G 是 欧 拉 的 。 


道 命题 也 成 立 。 


5 E St 


T3 HATA), BOF FERRARAS RRA 
TERA 7.1 (b) Hyatt Gi 
7.4 一 个 图 是 可 由 点 wo 任意 行 遍 和 多 ， 若 经 过 下 列 步 又 总 是 
产生 一 条 欧 拉 迹 ; 用 点 to 出 发 经 过 任何 一 条 关联 的 线 ， 达 到 一 点 
&% 后 经 由 任何 一 条 岗 未 用 过 区 关联 线 离 江 ， 继 续 下 去 直到 用 这 所 
有 的 线 。 
a) 一 个 欧 拉 图 是 可 由 vo LET LTS 
too (BIR [02]) 
b) 车 GG 是 可 由 %% ERIR, Mo 有 最 大 的 度 。 
(BA di (Babler) (Bt) 
©) BG 20 ERMA, TR vo OE, oe 


BG RAMA. RET 
7.5 证 明 或 否定 ; 若 一 个 图 他 含有 一 个 导出 和 TE, NGAR 
是 哈密 顿 的 。 


t 


7.6 a) SLATER AIRE G, OF 的 每 一 对 点 由 
FA GH RAR DRES, ATH p3 时 GP 的 每 一 条 线 在 一 个 哈密 顿 
wr. 《卡拉 甘 居 斯 (Karaganis) [K2]) 

b) 车 好 前 每 一 对 点 由 一 条 生成 道路 联结 , H p>4, W G 
3-- 连 通 的 。 

TT 给 出 一 个 有 个 点 的 非 蛤 密 顿 图 的 例子 ， 使 对 每 一 对 
不 邻接 的 点 和 ,deg 4 十 deg bv 之 9。 

7.8 ERARA Ks,s 和 Ka 中 有 多 少 生成 图? 

7.9 —H GRAMS TH MS OE MO], 车 一 条 生 
RA CE] AE a Pe a, 从 如 的 任何 一 个 点 出 发 , 然 
上 乒 进 到 任何 一 个 还 没有 选 过 的 部 接点 , 直到 没有 浙 的 点 可 以 利用 。 

a) 一 个 有 2>3 个 点 欧 图 全 是 随意 可 济 的 当 且 仅 当 它 是 随 
意 哈 密 顿 的 。 

bd 一 个 有 ?六 3 个 点 的 图 @G 是 随意 可 滋 的 当 昌 仅 当 它 是 图 
Or Ko RK ann Z, p= 

CRAE (Kronk) [CKt]) 
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7.10 定理 7.3 可 以 看 作对 一 个 图 是 2 连通 的 给 出 了 充分 
条 件 。 这 可 以 推广 到 w%- 连 通 图 的 情形 。 

令 晶 是非 平凡 的 ,又 令 1<n<<p。 下 列 条 件 是 使 信 成 为 "r 连 
通 的 充分 条 件 : 

D) 对 任何 一 个 使 n 一 1<%< (pw 一 3)/2 的 加 ERA k 
的 点 的 数目 不 超过 十 1 一 %。 

2) 度 不 超过 (p 十 m 一 8)/2 的 点 的 数目 不 超过 p-n 

(CHIA, FER (Kapoor) #32 Bye [OK K1]) 

TI 波 塞 定理 也 可 以 以 另外 一 种 方式 推广 。 

令 介 有 p>3 个 点 ,又 令 0<k<p 一 2。 若 对 每 一 个 有 #1<< 
i< (p+) /2 的 整数 各 度 不 超过 和 的 点 的 数目 少 于 5 一 和 则 每 一 
条 长 度 为 的 道路 含 在 一 个 哈密 顿 图 中 。 (克朗 克 [R13]) 

7.12 记得 车 在 两 个 标定 图 之 间 存 在 一 个 保持 标号 的 同 构 则 
这 两 个 标定 图 是 同 构 的 。 一 个 c 图 是 措 一 个 图 ， 其 中 每 一 个 点 的 
度 是 偶数 。 

a) 有 Pp 个 点 的 标定 图 的 数 日 是 20), 

b) 有 个 点 的 标定 -图 的 数 昌 等 于 有 p 一 1 个 点 的 标定 图 


的 数目 。 (R. W. #4583 (Robinson) ) 
7.13 #G E-D, OF, mi p> & g> (p?-3p+6) /2, 
W G ERR ( 奥 尔 [04]) 


了 .14 车 轩 昌 的 任何 两 个 不 相 邻 接 的 点 4 和 o, degutdege 
Spel, 则 联结 每 一 对 不 同 的 点 有 一 条 生成 道路 。 
( 奥 尔 '06]》 
715 AG 是 一 个 有 p=3 个 点 的 图 ， 使 移 去 任何 一 个 至 多 
A n AARRE MRR ME, W O Ent- 
(ERI, BAF A158 BIE LOKKI]) 
7.16 SEM RO, 使 每 一 个 子 图 9 一 4 LN, 
恰 有 一 个 这 样 的 有 如 个 点 的 图 而 没有 更 小 的 网。 
GBT (Gaudin) gp (Horz) AVY Fa (Rossi) [GRR1]) 
7.17 LEGER GEE BU eB? 


BME R 图 


喜 线 是 两 点 之 问 的 最 短 焉 高。 
BRL AF 


一 个 给 定 的 图 的 线 图 的 概念 是 如 此 自然 ， 以 致 它 被 许多 作者 
独立 地 得 到 过 。 当 然 , 每 个 人 给 它 取 的 名 宇都 不 同 *; RR TOB] 称 
它们 为 “交换 图 ” 赛 别 度 西 [87] 称 为 " 导 图 ” 拜 内 克 [B8] 称 为 “ 导 
HED”, JERE (Seshu) 和 里 德 (Reed) [SRI] KA UARRA, E 
MERE (Kasteleyn) [K4] RA A, 1 R (Menon) [M10] 6 
为 “依附 图 ”。 BRAT AS AEE RP APNE, 记 引 进 首先 由 由 
FL BH 研究 的 多 图 ， 因 为 这 种 图 在 历时 上 仅 贝 扎 畦 一 人 发 现 
过 ,所 以 没 用 其 他 的 和 名字。 我 们 要 研究 线 网 和 全 图 的 关系 , 并 且 特 
别 着 重 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 。 


1 RBA- SHA 
A-AA G RER AX RHE V (OR 2 点子 集 的 一 个 族 。 全 
WRB LG), PABX), TE, PORRE G WR, 
4 Gp MOREE LG) WTR. Bonu Ea K 
一 条 线 ， 则 2 HE LG) 中 的 度 显然 是 degw+deg% 一 2。 图 和 它 的 
线 图 的 两 个 例子 在 图 8.1 中 给 出 。 注 意 在 这 个 图 中 , Gs 一 了 了 (G9)。 
所 以 子 (Go) =LEG)), RIR EGO =L), POLE 
(AY), 一 般 地 , 迁 线 图 是 了 "(6) LG) 
作为 (GD 定义 的 一 个 直接 推论 , 我 们 注意 , LO 的 每 一 个 
制皮 是 怠 的 一 条 不 是 端 线 的 桥 。 逆 合 题 岂 成 立 。 
当 定 义 图 的 任何 一 个 族 时 ， 澳 要 知道 在 每 一 个 图 中 点 和 线 的 


OF a ALT AIA SOYA (HORS AAG OWL RR- 
ARTURA EMA BEI PB 


L(G): Ta 
a: 
n 
° VA “ as 
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数目 ; 这 对 于 线 图 是 容易 决定 的 。 
定理 8.1 若 字 是 一 个 (p, 9) 图 ， 它 的 各 个 点 的 度 是 to N 
LG) g ARA gz HR, 其 中 


nny Ide 
[证 明 ] MAREE, BG) 有 g 个 点 。 关 联 王 一 个 点 
所 的 二 条 线 产 生 9c 中 的 ( a ma 


d 
a=z(4)- pEad-t)=ZEG-LY gL ya—g 


下 列 铺 果 可 以 用 许多 不 同 的 方法 证 明 , 依赖 于 各 大 的 想法 。 

定理 8.2 一 个 连通 图 同 构 于 它 的 线 图 当 上 且 仅 当 它 是 一 个 
图 。 

于 是 对 一 个 (不 必 连 通 的 ) 图 , G 衬 (6) 当 和 县 仅 当 是 2 上 度 正 
则 的 。 

BAN Gs ER RIR, 则 显然 LG) MDG) 也 同 构 。 总 特 
EIWAL 发现 , 除了 仅 有 的 二 个 不 同 的 图 有 相同 的 线 图 外 , 逆 命题 
总 是 成 立 的 。 这 里 的 证 明 属于 荣 格 (Jung) (31, 
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定理 8.3 令 G 和 GY 是 有 同 构 的 线 图 的 连通 图 ， 除 了 一 个 
Ks WAP Kas dh, EMG FL 

[证 明 ] AEMRASHUP AWM, MARRARA 
HORAN APRA Ka f Krs 更 注意 到 , 车 由 是 从 
Gale 上 的 一 个 辐 构 , 则 有 一 个 从 工 (SG) BAG) 上 的 导出 辐 构 
中 i。 当 证 明了 下 列 吏 强 的 结果 时 ,定理 就 得 到 了 证 明 。 

HEM ASTOTA, NEMA LE) ALG) 上 的 网 
H pa WERT MG BIG 上 的 同 构 导 出 。 

FEE hs 宇多 从 一 个 同 构 导 出 。 假 定 存在 二 个 这 样 的 同 构 ， 
中 和 由。 我 们 将 证 明 对 于 的 任何 一 个 点 po) =p E 
存在 两 条 线 4=ww 和 y=ww Low, Hy= ow, DA po) Al oO) 
都 是 既 在 线 pa) ELER 加 (9) 上 的 点 ， 但 因为 同时 在 这 两 条 
线 上 的 点 具有 一 个 ,所 以 %(o) = po) E, 4 yaw BY, pu) 一 
PD AW bie) 含有 两 个 点 C0) Mw) =~), PUR 
H poplo). AE p ESA- TEAC 上 的 同 构 导 出 。 

AEAF EARN p, 使 加 可 以 由 中 导出 , 第 一 步 是 证 
HG + Kas FRR uv, fet, 和 zo=wvs 在 和 下 
ERB) O HA Kis 子 图 的 各 条 线 。 令 Y 是 另外 一 条 与 至 少 
一 条 MEHR, EREDA to ta, 2 中 的 一 条 线 邻 接 , 或 者 与 
所 有 三 条 线 都 邻接 。 对 于 任何 一 个 pz5 的 图 一 定 存在 这 样 的 一 
Ry, 而 对 于 2<5 定 理 是 平凡 的 。 若 二 条 线 各 (cn 形成 一 个 三 
ABW Kua WAY) 只 能 邻接 于 这 三 条 线 中 的 正好 二 条 。 
所 以 每 一 个 Kis ERIA Krs 

ESO) 记 邻 接 于 ”的 线 的 集 。 现在 证 明 对 于 他 中 的 每 一 点 
v, EE PAR o ES) E p FR AS), F degra 
2, Dan Al ya hv RRITA o B dry AM dry WAR. F 
是 对 于 ”处 的 每 条 线 2，? 关联 于 pla), AF o 处 的 每 条 线 
a, o XRF o a) Hdege—l, 4 suv 是 9 处 的 线 。 则 degu 
关 2 AM SUNRE SC) E 加 (wm) 一 ww'。 因 为 对 于 % 处 的 每 一 
RRT, Roo’) Me -BH- TARA, MU u E or LE, 
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Amu Ee 上。 就 是 说 , =la), Bru dow e’=1, KARY 
usok S@)=S(v), HUR 6 EAV N'A BE 
EEV RRE o, ARRAS Muo 记 pr @), WRA 
pu 一 或 者 de) so, Mid BBTV ER 

最 后 , 我 们 注意 到 对 于 Q 中 的 每 一 条 线 cw, die) = pu) 
G(r); 又 对 印 RAE RR =n, pr (a) =P WIP), 
所 以 9 是 一 个 同 构 , d REET ASH, TEM, 


2. 线 图 的 特征 


一 个 图 8 是 一 个 线 田 ， 若 它 同 构 于 某 个 图 A 的 线 LCA), 
钢 如 下 ,一 x 是 一 个 线 图 ; 见 图 8.1。 另 一 方面 , 我 们 今 验证 Ks. 
不 是 一 个 线 图 。 假 定 Kis L(A), 则 因为 Ki 有 四 个 点 , 五 就 
有 四 条 线 , DH 一 定 是 连通 的 。 所 有 有 四 条 线 的 连通 图 都 西 在 图 
8.2 中 。 因 为 按 定理 8.3, 工 (Ca) 一 Cs M L(K s +2) —K.-a@ 
图 8.1), 于 是 得 , 五 是 三 个 树 中 的 某 一 个 。 但 这 些 树 的 线 图 是 道 
BPW Ks KM Ks BRUT Kis 不 是 一 个 线 图 。 我 们 
CAD, 星 形 Kis 在 给 出 线 图 的 特征 方面 将 起 重要 的 作用 。 线 
图 的 第 一 个 特征 是 下 列 定理 的 陈述 (2， 属 于 克 劳 斯 (Krausz) 
[区 32]， 它 与 定义 的 关系 颇 为 密切 。 范 ` 罗 伊 (Van Rooi) MRA 
弗 (Wilf)TRW1] 改善 了 这 种 情况 , 他 们 在 (3) 中 令 述 了 一 个 图 成 
为 线 图 的 一 个 结构 的 准则 。 最 后 ， 拜 内 亮 B8] i N. F {h a 
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2 AARNE a 
(BRopertson){ 未 发 表 ) 精 确 地 展示 了 那些 不 能 出 现在 线 图 中 的 季 
Ee Eiti -个 导出 子 图 是 在 它 的 点 集 - 最 大 的 “个 上 图。 -个 
图 昌 的 一 个 汪 角 形 人 称 为 是 奇 的 ,着 有 怠 的 一 个 点 与 这 个 二 角形 
的 三 个 点 中 奇数 个 点 相 邻 接 。 否 则 , 就 称 为 是 侦 的 

定理 8.4 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 
D GEARR, 

(2) 如 的 线 可 以 划分 为 完全 子 图 ， 且 使 得 没有 一 个 点 在 两 个 
以 上 的 子 图 中 。 

O G 不 以 民 1,s 为 一 个 导出 子 图 ,又 车 两 个 奇 三 角形 有 一 条 
公共 线 , 则 它们 的 各 个 点 的 导出 本 图 起 Kae 


TE 
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A 图 8.8 中 九 个 图 的 任何 一 个 都 不 是 G 的 一 个 导出 子 图 。 

[和 证明] O Ae (3). SER RB, RATE, R 
们 假定 H RAMS, FIRE H Hig- REER K 
线 导 出 G 的 一 个 完全 子 图 , H G ANTE RR TE Pk A 
h, AA HWS RE @G 的 二 个 点 处 的 尿 形 图 ， 所 以 @G 
中 没有 一 个 点 在 两 个 以 上 的 这 种 完全 子午 中 。 

DAD. 若 有 将 一 个 图 Gf 的 线 分 解 为 满足 (2) 的 完全 
FES, Ss, +, SS, 这 样 一 个 分 解 ， 我 们 要 指出 一 个 以 G 为 它 的 
线 图 的 图 H 的 构造 。 及 的 点 相应 于 这 个 分 解 的 子 图 的 集 和 仅 
BYP TH SMG MANE U, BSUS H 的 点 集 ,而 两 
个 点 当 它们 的 安 非 空 时 邻接 , 即 ALT SUU), 

DAt (的 容易 验证 , 图 8.8 的 九 个 图 中 任何 一 个 都 不 
能 将 它 的 线 划分 成 油 足 给 定 条 件 的 完全 子 图 。 因 为 一 个 线 图 的 每 
个 导出 季风 本 身 也 一 定居 一 个 线 图 , 就 律 到 所 要 的 结果 。 

Dee (8) 。 我 们 证 明 车 G 不 满足 (8), 则 它 有 一 个 导出 
子 图 是 这 九 个 禁用 子 图 中 的 一 个 。 假 定 G 有 奇 三 角形 a6e A abd 
而 c 和 4 不 邻接 ， 分 别 考 起 是 不 是 有 一 个 点 9 使 这 两 个 奇 三 角形 
都 有 奇数 个 点 与 它 邻 撤 这 两 种 情形 , 

APL 有 一 个 点 0 与 三 角形 abc 的 奇数 个 点 邻接 也 与 三 角 
E abd 的 奇数 个 点 邻接 。 现在 有 两 种 可 能 ， 或 者 " 与 每 个 三 角形 
的 正好 一 个 点 邻接 ， 或 者 与 两 个 三 角形 中 基 一 个 的 一 个 以 上 的 点 
邻接 。 在 后 一 种 情形 , 4 一 定 邻接 于 这 两 个 三 角形 的 所 有 四 个 点 ， 
给 出 Ga 作为 他 的 一 个 导出 子 图 。 在 前 一 种 情形 , 或 者 " LH aw 
b 邻接 ,给 出 Gu RAH o M d RRR, 给 出 Gao 

情形 2.。 没有 使 两 个 三 角形 都 奇数 个 点 与 它 邻 接 的 点 。 这 
种 情形 下 , © uM o PUGET EA abe 和 abd 中 的 奇数 个 点 。 
有 三 种 子 情形 束 虱 目 ; 

情形 2.1 u, 空 的 每 一 点 都 与 相应 的 三 角形 中 正好- -ARA 
接 。 

情形 2.2 u, 4 中 的 一 个 点 与 “ 它 的 ”三 角形 的 所 有 三 个 点 帮 
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邻接 , 而 另 一 个 点 仅 与 " 它 的 ”三 角形 中 的 一 个 点 邻接 。 

情形 3,3 u, 风 的 每 -点 都 与 相应 的 二 角形 的 所 有 三 个 点 邻 
接 。 

在 考虑 这 些 互 斥 的 情形 以 前 , RIVERA, uo 邻 
RF a Md, 则 它 也 与 6 或 了 邻接、 因为 否则 G 就 是 一 个 导出 子 
图 。 此 外 ,ww 和 了 都 不 能 同时 与 又 与 @ 邻接, 因为 这 样 就 导出 Gs 
R Gs, 

在 情形 2.1 时 ， 著 wo， 8EG， 则 我 们 依 粹 于 线 uv 是 否 在 G 
中 而 有 Cs RG 为 导出 子 图 。 若 wb，28EG， 则 由 上 述 注 记 可 得 
WEG 而 2 和 的 HwEG, WA ta, d, u, o) Bi Gy LE we 
G, 则 {a b, c, d, u, o} GK Geo Hub, oa CG, MWR ud, v0 
G HUA wEE, SHE, LH wpEG， 则 出 现 Bo。 最 后 ， 若 
ub, EG, MB ud, eG, HIB, RAMP ww EE, 
RE Go RH G 是 好 的 一 个 导出 子 图 。 

在 情形 2.2 N, Sua, ub, EG, BR, Bude, 则 导出 
Ga FRUEG, WE v ABBE dab, Bade, WRF 
是 否 wo, 我 们 可 见 导出 了 R GoW OES, 则 依赖 于 ?是 
TE e Alu BBR, 导出 或 者 Ga RÉ Gie 

在 情形 2.3 时, Bud, we 或 wEG@ 则 导出 Ge。 其 余 唯 一 的 
可 能 给 出 Fe, 

Gt (四 .假定 G 是 一 个 图 满足 陈述 的 条 件 。 我 们 显然 
可 以 取 侣 为 连通 的 。 现 在 ,下 列 各 陈述 中 必 恰 有 一 个 成 立 

1. GG 合 有 三 个 有 一 条 公共 线 的 侦 三 角形 。 

2. 只 要 G 中 两 个 三 角形 有 一 条 公共 线 ， 其 中 一 定 有 一 个 是 
奇 三 角形 。 

可 以 证 明 , 车 对 满足 第 一 个 陈述 , HG 是 画 在 图 8.4 中 的 三 
个 图 Tn=L(Kist2), Aa~ LIL) 或 Hs~L (Ks) 中 的 一 个 。 
所 以 现在 假定 恕 满足 第 二 个 陈述 。 我 们 以 下 指出 构造 一 个 图 H 
WIT, MH GLUD. 

令 瑟 是 G HATER ABA, APH 


图 8.4 三 个 线 图 。 


的 团 看 作 点 的 一 个 集 。 令 是 在 的 这 种 点 (看 作 单 元 素 集 ) 的 族 ， 
CHE 的 某 个 团 EK 内 ， 但 不 邻接 于 8 一 KK 的 任何 一 个 点 。 最 
BF Fs 为 G 的 只 含 在 一 个 而 二 是 偶 的 三 角形 中 的 线 (每 条 线 看 
作 二 个 点 的 一 个 集 ) 的 族 。 不 难 验 证 , 8 PRB AOU 
FLUF) WAA, WE, 

上 述 构 造 在 图 8.5 中 予以 说 明 。 其 中 , ENR G P7 F 
一 人 2, 3, 4}, {4, 5, OF}. Fa={{1}, {2}, (31) 和 了 a 一 {5， 
Th (6, T), FA H; 于 是 G=L(H)。 


1 2 


{5,7} G2 


了 
图 8.5 一 个 线 图 和 它 的 国 。 


3. 特殊 线 图 


我 们 在 这 一 千 中 提 征 树 ,完全 同和 完全 双 图 的 线 图 的 特征 。 
F 述 由 G. T. 夏 特 前 证 明 的 结果 可 决定 一 个 图 什么 上 时 候 是 一 
个 枯 的 线 图 。 
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定理 8.5 一 个 图 是 一 个 鱼 的 线 出 当 用 仅 当 它 是 一 个 连通 的 
块 图 ,其 中 每 个 别 点 恰 在 两 个 块 中 。 

[证 明 ] 假定 全 一 工 (7), 色 是 某 个 树 。 则 因为 一 个 树 的 线 和 
UU - 臻 ，G 也 是 (TPT)。G 的 每 个 割 点 % 对 应 于 T 的 一 条 桥 un, 
它 恰 在 对 应 于 中 和? 处 两 个 星 形 图 的 两 个 决 上 。 这 就 证 明了 
条 件 的 必要 性 。 

为 了 证 明 充 分 性 , 令 人 是 一 个 块 隐 ， 其 中 每 个 制 点 恰 在 两 个 
块 中 。 央 为 一 个 块 风 的 每 个 其 是 完全 的 , 由 定理 8.2, 存在 一 个 图 
H, WLUD HG, #O—Ks 我 们 可 取 开 = 民 :so HE 是 任何 
兴 他 的 块 周 , 我 们 证 明 HE, BE H 不 是 一 个 树 , 所 
以 它 含有 一 个 圈 。 若 H REA, 则 按 定理 8.8, LUD 一 五 。 
但 唯 -的 一 个 是 其 图 的 图 是 五 s， 我 们 不 考虑 这 种 情形 。 从 而 A 
BRAT, HER HATZ 和 邻接 于 区 的 两 条 线 的 一 
条 线 x, 它 与 G 的 某 条 线 y RR, LD) 的 点 2 Aly LCE) 
的 一 个 圈 上 ， 且 它们 不 邻接 。 AP L(A) EARR, 这 与 定理 
8.3 的 条 件 矛盾 。 所 以 H 是 一 个 树 。 证 毕 。 

在 图 8.6 中 画 出 了 一 个 抉 图 G， 其 中 每 一 个 害 点 恰 在 两 个 块 
H, AG ERRERIK T T MARAT: 先 作 块 图 BCG), 然 后 加 


图 8.6 一 个 树 汪 的 线 图 Go 
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入 一 些 新 的 点 ,每 个 新 点 代表 O 中 的 一 个 不 足 齐 点 的 点 ， 再 加 入 
一 些 线 来 联结 如 下 的 每 一 对 点 : 其 中 一 仿 点 代表 一 个 块 ,另外 一 个 
点 代表 这 个 块 中 的 一 个 不 是 割 点 的 点 。 

完全 图 和 完全 双 图 的 线 图 的 特征 几乎 总 是 由 考虑 下 和 区 n,n 
中 线 的 邻接 性 的 相当 直观 的 观察 来 给 出 。 对 完全 图 的 情形 ,独立 
JO HISK C7] MBA B43], (R44 HR, 

定理 8.6 除 p=8 外 ,一 个 图 G 是 下 ,的 线 图 当 且 仅 当 


1. 有) 


2. GQ 是 3(p 一 2) 度 正则 的 ， 

3. 每 两 个 不 邻接 的 点 恰 与 四 个 点 共同 邻接 ”， 

4. 得 两 个 邻接 的 点 怡 与 p 一 2 个 点 共同 邻接 。 

ER, DE) 有 这 四 个 性 质 。 但 是 很 难看 出 当 p 一 8 时 恰 有 
汪 个 例外 图 世 满足 这 些 条 件 。 

对 于 完全 双 图 , 相应 的 结果 由 穆 恩 [M13] MARE [H46] 得 


定理 8.7 除 %=%n=4 外 ， 一 个 图 必 是 E m,n 的 线 图 当 且 仅 


m 


. GH m 个 点 ， 

- 是 m+m 一 2 度 正则 的 ， 

. SAAREKS AR STARTNE 

.在 名 接 的 点 对 中 ， 愉 有? ( 2 ) 对 信 与 可 -2 个 点 共同 人 
®, at sem (0) atts n-2 个 点 共同 邻接 。 


won 


a 


只 有 一 个 例外 图 满足 这 些 条 件 。 它 有 16 个 点 但 不 是 区 天。 人 
HARAM (Shrikhande) [812] 在 他 证 明 m=n 情形 下 的 定理 
8.7 时 所 发 现 。 


* OG RAT A, CNV SAP PAB ABS RSC BEI Aad Te 
仿 此 理解 。 一 一 译 证 
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4. 线 图 与 可 行 这 性 

我 们 现在 用 线 图 来 考察 欧 拉 图 和 哈密 顿 图 的 关系 。 

F scuo E G R RR, LURE G 的 一 个 点 , 则 当前 线 wwe 
和 wo KAN oho Bed, BS 的 每 一 条 线 被 细 分 ,产生 的 
Ai Aw > BSG); MAST RIA SCG) PEG HGRA 
中 播 进 一 个 度 为 2 的 新 点 来 得 到 的 图 ， 帮 8(G) =O), RINT 
是 可 以 定义 一 个 新 的 图 (96) 一 了 (5。-1(G))。 注 意 , 一般 地 工 ,(G) 
ALG), HAE G H na RERE, 

定理 8.8 FG UKTI, LG) 是 既 欧 拉 的 又 哈密 顿 的 。 


LA EA 


AS? ARRERA 


G L@ £46) 


E8 分 TRL 


路 第 人 章 线 A 
HG 是 哈密 顿 的 , LG 是 险 密 顿 的 。 

很 容易 给 这 些 陈述 的 道 命题 提供 反例 。 例 如 网 8.8 中 , L(G) 
是 欧 拉 的 和 哈密 顿 的 , 但 AS ERR; 在 图 8.9 中 , DCG) 是 哈 
RMR, M G AYE, 

定理 8.8 的 第 二 个 陈述 由 下 列 哈 拉 里 和 纳什 -威廉 斯 TN] 
的 结果 所 改进 , 它 由 上 一 个 定理 和 等 式 Za(G) =LSG@) 立即 可 
以 得 到 。 

定理 8.9 L(G) 成 为 哈密 顿 图 的 一 个 充分 条 件 是 G 是 哈密 
顿 的 , 一 个 必要 条 件 是 了 (9 是 哈密 顿 的 。 

8.10 和 8.9 中 的 图 表明 , 为 了 使 L(G) 成 为 哈密 顿 图 ， 这 
些 条件 中 第 一 个 不 是 必要 的 而 第 二 个 不 是 充分 的 。 我 们 也 注意 到 
COMB 8.11), L(G) = L(G) 和 L(G) 可 能 是 哈密 顿 的 而 从 不 是 
欧 拉 的 。 然 而 , 在 这 个 系列 中 下 -- 个 图 za(G) 提供 了 这 两 个 性 质 
之 间 的 联系 。 

定理 8.10 一 个 图 GG 是 殉 拉 的 当 且 仅 当 Ls( 的 是 哈密 顿 的 。 

然而 , 几乎 对 于 每 一 个 连 挝 向 人 ,如 由 页 特 彰 [ 归 所 证 明 , JL 
乎 所 有 的 图 L(G) 都 是 哈密 顿 的 。 


图 8. 如 Z-A 
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定理 8.11 BORA TAN TRE LEM, 但 它 不 
是 -条 道路 , UTA n> p—8, L(G) LE BN, 

在 图 8.12 中 给 出 一 个 例 ， 其 中 画册 了 一 个 6 点 图 G, 也 画 出 
T L(G), PQ) 及 哈密 顿 图 Pe), 


YY ee 


“aA 176) iMG} 


图 8.18 RRR 


与 . 全 图 


一 个 图 的 点 和 线 都 称 为 它 的 元 素 。 一 个 图 的 两 个 元 素 如 果 它 
们 是 关联 前 或 邻接 的 则 称 它们 为 邻 元 素 。 全 图 了 (GD) UV AY 
X(® ARK, APO) 的 两 个 点 在 Eh RTH ETRE 
图 8.18 画 出 了 全 图 于 LKs) HAR BBEAN, TO 总 是 会 Ga 
MLG) 两 省 为 导出 子 图 。 


a 
Ey Wa 
K Xs, XL TK): 


图 8.13 一 个 全 图 的 袍 成 。 
全 图 的 -个 等 价 特征 由 贝 扎 特 [ 了 4] 给 出 。 
定理 8. 现 LATO ATMA SG) 的 平方 。 
系 8. 现 (a) Fiv G 的 -个 点 ， 则 点 ”从 T) 中 的 度 为 
2dogo, $i em uv k G I- -RER MA © E T(G) 中 的 度 为 qegw 


站 第 总 下 于 


+dege, 

系 8.12(b) ORM. NM 它 的 各 点 的 度 为 则 全 
HTO 有 Pr 一 p+9 DAR g= HEEE RA 

在 第 二 章 中 已 经 定义 了 近 姆 齐 函 数 。 那里 说 过 , CH MR 
法 仍然 基 一 个 没有 解决 的 问题 。 贝 扎 等 和 拉 杰 维 (RaajavD) [BR 
尖 义 和 解决 了 由 线 图 引起 的 一 个 和 拉 如 齐 问题 奖 似 的 问题 。 弘 拉 
AERA ram, n) 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 下 整数 2 CERS- 
个 有 ?个 点 的 连 还 图 或 者 含有 % 条 两 两 不 邻 所 的 线 或 者 含有 到 条 
邻接 在 一 点 的 线 ， 即 显 形 图 Kano TA rC, n) 是 使 得 任何 一 
个 有 p 个 点 的 图 G，LCG) EH Ke R LOA KE, MRE 
RP. 

定理 8.18 对 mw>d， 我 们 总 是 有 (2, )—3, MHARA 
的 名 和 太一 (mn)+2。 

注意 ,多 Cm, 内 一 六 Go m ARERR, ME, SRN 
FOAL, ral, m) 仅 对 于 连通 图 有 定义 。 


习题 

8.1 在 什么 条 件 下 一 个 线 图 的 线 可 以 划分 为 完全 子 图 , 使 每 
个 点 恰 在 两 个 这 禅 的 子 图 中 ? 

8.2 AG PSA WEA oS UZ OER L(G) 中 三 角 
HAGE EP 


8.3” 找 一 个 判定 准则 来 决定 一 个 连通 图 有 一 个 正则 的 线 图 。 
8.4 一 个 图 GG 当 且 仅 当 它 的 线 图 I(G) 满足 乌拉 姆 铺 想 (p. 
ION, CA IH g PERTE G-a; 的 总 体 米 重 神 。 

(BAS (Homminger) [HL41]) 
8.5 AG A HREM, 
O (的 是 rr 连通 的 。 
(2) L(G) 是 Cn- D-REN 
(3) TPG) 是 (2n 一 2)- 连 通 的 。 


习 题 9 


(LG MAUMEE (Stewart) [CS1]) 
8.6 a) 构造 一 个 Pp 之 4 的 连通 图 名 , 使 得 (GH) RAE 
WEG) 是 欧 垃 的 。 
b) 没有 p>5 的 连通 图 使 T(E) 不 是 欧 拉 的 而 (Gy 
是 欧 拉 的 。 
8.7 -ARER KRATER RMN, 则 它 是 有 8 个 点 的 9 
图 , 其 中 度 为 3 的 两 个 点 之 问 的 距 蚁 必 3。 (J. W. EA) 
8.8 LODA RURY G RARR F G 
每 一 条 线 它 含有 邻接 于 这 条 线 的 至 少 一 个 点 。 
8.9 图 (GD) LOR EERE H LOL GE H — Ae PB E R 
迹 。 《 哈 拉 里 和 纳什 -威廉 斯 LEHN1]) 
8.10 下 列 陈述 是 等 价 的 : 
O LG) 是 欧 拉 的 。 
O G 的 所 有 的 点 的 度 有 相同 的 奇 侦 性 且 G 是 连通 的 。 
(8) PCG) 是 欧 拉 的 。 
8. 芋 GE) 同 构 于 工 (Koeo)。 
( 贝 扎 特 , BARENE (Nordhaus) [BON1]) 
8.12 定义 的 元 素 的 子 集 的 一 个 族 了 ,使 得 TY(G) QF), 
8.13 a) HG Reema, TCG) WEBRUN HO Rik 
拉 的, WU TCG) BERANE, 
D 每 一 个 非 平凡 的 连通 图 G 的 全 图 PG) 全 有 一 个 生成 欧 
RT, 
o) 车 一 个 非 平凡 图 台 合 有 一 个 生成 欧 拉 子 图 , M PG) Jem 
TRD 
a) AG AIP LAA EMA, 则 T(G 是 哈密 顿 的 。 
COLA AG ASEH 8 [BC3]) 
8.14 对 任何 一 个 多 重 图 1， 定 义 线 图 LM) 为 了 (ECaD)) 
-XGHZ)， 而 当 4 和 4 是 在 一 个 或 二 个 点 接触 的 不 同 的 线 中 时 ， 
ALO) eaajy。 则 一 个 网 他 是 某 个 多 重负 的 线 图 当 且 仅 当 它 
没有 图 8.8 中 的 的， 的 或 GEREEST (D. BabA) 


第 九 章 因子 分 解 


金 体 是 它 各 部 分 的 总 和 。 
一 一 欧 几 里 得 : 《 风 何 原本 》 


全 体 大 于 它 各 部 分 约 总 和 。 
— M 书 德 哈 默 : 《形象 思维 > 


有 一 个 在 各 种 不 同 场合 下 出 现 的 问题 是 决定 一 个 给 定 的 图 是 
不 是 可 以 分 解 为 有 预先 给 定 的 性 质 的 线 不 相交 的 生成 子 图 。 所 要 
求 的 性 质 往往 是 有 给 定 的 度 的 正则 性 。 特别 是 , 托 特 发 现 了 一 个 
图 中 存在 一 个 1 度 正 则 生成 子 几 的 判定 准则 。 这 里 将 提出 关于 将 
完全 图 分 解 为 1 度 或 2 度 正则 的 牛 成 子 图 的 某 些 结果 。 

我 们 还 要 研究 将 一 个 给 定 的 图 的 线 分 成 生成 林 的 划分 ， 并 且 
提出 一 个 称 为 “ 荫 度 ”的 不 变 景 。 纳什 - 威 说 斯 导出 了 用 一 个 图 的 
子 图 给 出 它 的 萌 度 的 一 个 公式 。 我 们 也 给 出 了 在 完全 图 和 完全 双 
图 中 最 小 数目 的 生成 林 的 明确 的 构造 方法 。 


1. -AF2 


一 个 图 弛 的 一 个 国 子 是 人 G 的 一 个 非 全 不 连通 的 生成 子 图 。 我 
{UG BAT O 的 和 ”% 车 他 是 这 些 因子 的 线 不 彬 交 的 并 。 这 样 
的 一 个 并 称 为 全 的 一 个 因子 分 解 。 一 个 -因子 是 一 个 % 度 正则 的 
因子 。 车 侣 是 几 个 %- 因 于 的 和 ,它们 的 并 称 为 一 个 nr- 因子 分 解 ， 
而 本 身 称 为 是 %- 可 因子 化 的 。 除 非 另 有 声明 ， 本 章 内 提出 的 
结果 出 于 科 尼 希 [K10, pp. 155~19 四 或 可 由 共 中 的 定理 推出 。 那 
本 书 里 广泛 地 讨论 了 这 个 问题 。 

车 公有 -个 十 因子 , ANG, WER p 是 偶数 , H G 的 各 条 
线 是 独立 的 。 特 别 是 , K ones PHBA IAS, (E Kon 确实 有 1- 央 子 。 

* 有 人 称 为 积 ,有 人 称 为 直接 和 。 


定理 9.1 完全 图 Ko 是 于 可 因子 化 的 。 

f 证 明 ] ”我们 只 下 给 出 一 个 分 天 wm 的 然 的 集 半 为 (2n 一 了 个 
1 因子 的 划分 就 可 以 了 。 为 此 ,我 们 以 ma， va, …， Om E G A, 
Me i=l, 2, 00, Qn—1, EMAAR X= {uvo} U forse j=l, 
2, e nn 一 个 ,其 中 每 个 下 标 4 一 7 和 457 表示 为 1, 2 o, a= 
1D 模 (2n 一 1) 中 的 一 个 数 。 容 易 看 出, 集 {Xj 给 出 六 的 一 个 合 
适 的 划分 ， 而 由 对: 导出 的 子 图 G4 的 和 足 Kon 的 一 仿 1- 因子 分 
i. 

例如 , ZEAR OA 中 的 图 Koo 在 定理 的 证 明 中 提出 的 1- 
因子 分 解 产 牛 五 个 二 内 子 Go 


HESAN 


图 9.1 Rs 的 -个 二 因 了 分 解 。 


员 然 完全 双 图 ms 在 mtn 时 没有 上 因子， 但 由 下 一 定理 
可 见 , 图 Eon 是 1- 可 因子 化 的 。 

定理 9.2 每 一 个 正则 双 岗 是 1- 可 因子 化 的 。 

决定 一 个 给 定 的 图 是 不 是 二 可 因子 化 的 ,或 者 其 军 建 立 是 否 
存在 任何 二 因子, 玫 不 是 一 个 容易 的 问题 。 ini, FRA 
默 [BP2] 证 明了 许多 图 不 能 恰 有 一 个 1 因子。 

EROS 阁 -… 个 2 连通 图 有 一 个 1 因子 , 则 至 少 有 二 个 不 
HR HAF 


100 BIL 过 下 分 解 


图 9.2 一 个 块 的 两 个 LAF. 


图 9.2 中 的 图 G 是 恰 有 二 个 1- 因 子 的 块 ， 这 二 个 1- 因 子 有 
一 条 公共 


BRL AN ER 

关于 因子 分 解 的 最 重要 的 结果 属于 托 特 ,[T7], Hew TAA 
14 因子 的 图 的 特征 。 一 般 地 说 , 这 个 鉴定 1- 因子 的 方法 是 很 不 便 
于 应 用 的 。 这 里 给 出 的 证 明基 十 加 莱 [G1]。 

一 个 互相 不 邻接 的 线 的 集 称 为 是 独立 的 。 昌 的 一 个 有 奇数 个 
点 的 支 叫做 一 个 奇 支 。 

定理 9.4 一 个 图 GG 有 一 个 1 因子 当 且 仅 当 jp 是 侦 的 , 卫 不 
存在 一 个 点 集 , EG-S 的 奇 支 的 数 日 超过 (S|. 

TEA" 这 个 定理 的 较 容易 的 一 半 是 它 的 必要 性 。 令 瑟 是 全 
的 点 的 任何 一 个 集 ,又 令 互 是 G5 的 一 个 支 。 在 G 的 任何 一 个 
LAPP, H 的 每 个 点 一 定 是 或 者 与 H 的 另 一 个 点 或 者 与 尽 的 
一 个 点 相配 合 。 但 车 HAIKARA WH 中 至 少 有 一 个 点 与 8 
的 一 个 点 配合 。 令 如 是 Q 一 8S 的 奇 支 的 数目 。 若 G A> 1B 
T, 则 内 为 在 一 个 二 因子 中 及 的 每 一 个 点 只 能 和 他 一 总 的 至 多 一 
个 点 配合 , 而 因此 至 多 只 能 和 一 个 奇 支 相关 , 所 以 [S| > hoo 

为 了 证 明 完 分 性 , 假定 ORALAT, LA S RRUHAW 
DRAR, STIRS 中 的 线 的 集 ， 且 令 w 是 一 个 只 关联 


* 一 个 较 短 的 证 明 见 L. Anderson, Perfect Matching of a Graph, J. Combi- 
natorial Theory, 10(1971), 188-~186, iE 


1. 3- 因子 分 解 。 10] 


于 下 的 线 的 点 。 若 一 条 迹 的 各 条 线 交替 地 属于 SMT, 就 称 它 是 
交 赫 的 。 对 每 个 点 2 天 uo, 若 没 有 uo- 交替 迹 , M FE e 是 一 个 0- 
点 ; 若 有 这 样 的 迹 , 并 且 若 所 诈 这 种 迹 在 处 都 以 属于 总 的 一 条 线 
BH, WEK o AA Ss 又 若 每 条 这 种 迹 存 "处 都 以 赂 于 了 的 
一 条 线 结束 ,， 则 称 ? 是 一 个 2 -点 ; 又 车 在 ?处 兼 有 以 属于 仿 及 了 
的 线 结束 的 这 种 迹 . MER o 是 一 个 ST- 点 。 立即 可 以 推 得 下 列 各 
陈述 : 

邻接 于 ww 的 每 个 点 是 一 个 工 -点 或 58T- 点 。 

任何 引 点 和 0- 点 都 不 和 任何 8- 或 8T- 点 邻接 。 

任何 TP- 点 都 不 可 能 由 S 的 一 条 线 联结 于 任何 和 -或 0- 点 。 

于 是 , 每 个 如 点 出 台 的 一 条 线 联 结 于 一 个 条 点 。 北 外 , 每 个 
了 了- 点 关联 于 六 的 一 条 线 ， 因 为 耕 则 在 一 条 交替 voo 迹 中 的 线 
可 以 用 对 换 各 条 线 对 8 和 了 的 属性 的 办 法 得 到 一 个 更 大 的 独立 
集 。 

令 瑟 其 除 去 人 -点 得 到 的 图 。 瑟 的 一 个 支 含 有 zw， 且 这 个 支 
中 其 余 的 点 是 857- 点 。 其 余 的 支 或 者 由 一 个 孤立 的 8- 点 ,或 者 仅 
由 人 -点 ,或 者 仅 由 人 -点 组 成 。 

我 们 现在 证 明 , H 的 任何 一 个 含有 STP- 点 的 支 Hy AERA 
ST- 点 。 显 然 ， RERS uo REGATTA u, CEG Hh 
及 的 一 条 线 联 结 于 一 个 2 点， 使 某 条 交替 voa 迹 含 有 这 条 线 而 
不 会 豆 ; 中 其 余 的 点 。 BH to BAK too 下列 论证 
用 来 证 明 每 个 不 同 于 os 的 点 2 在 Dr PRAT SWRA, WT 
证 盟 这 一 点 ,只 要 证 明 在 Ha PRERA S RA EE u- 
9 迹 。 

为 此 ,第 一 步 是 证 明 若 存在 一 条 交替 uo 迹 Ps, 则 有 一 条 这 
种 迹 以 S 的 一 条 线 结束 。 令 Pa 是 一 条 交替 uoo 迹 , 它 以 8 的 一 
条 线 结束 。 且 令 ww 是 了 Ps 的 最 后 一 条 不 在 Ha 中 的 线 ( 假 如 存在 
不 在 Hy HHR) ul 一定 是 一 个 -点 而 wv 是 如 中 的 一 条 线 。 
现在 由 二 BRRR Pa, BIB Po 的 一 个 点 凤 。 继续 沿革 
书 的 两 个 方向 中 的 某 一 个 方向 走 一 定 能 给 出 一 条 交替 迹 。 若 走向 
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也 产生 一 条 交替 迹 , 则 原来 的 os 迹 Po 续 以 这 条 新 迹 和 线 vw 
一 定 就 是 以 8 的 一 条 线 结束 的 wow 迹 。 所 以 妈 不 能 是 一 个 2 
点 。 从 而 , -- 定 有 -一 条 以 及 的 一 条 线 结束 的 ua- 迹 。 
现在 我 们 先 假定 没有 如 -0 OES, 再 从 这 里 推出 这 种 迹 一 定 
存在 。 此 时 有 一 个 点 邻接 于 o, 对 它 有 一 条 uw REE, HR 
ww 在 8 中 , W uw 交 普 迹 以 玫 的 一 条 线 结束 ; 而 车 wo 在 下 中 ， 
前 面 的 排 理 证 明 , 存在 一 条 以 S 的 线 结 来 的 aw 迹 。 在 这 两 种 傅 
BE, 总 有 一 条 wo 交替 迹 。 
这 表示 支 A 中 有 奇数 个 点 , BE HRA w 它 的 各 点 中 恰 
有 一 个 点 由 如 的 一 条 线 联结 于 一 个 中- 点。 从 面 , 除了 豆 的 含有 
如 的 支 利 全 由 0- 点 构成 的 支 以 外 , 每 个 支 以 8 的 一 条 线 与 正好 一 
个 全- 点 配对 。 因 为 每 一 个 这 种 支 和 含有 v 的 那个 支 都 是 奇 的 , HE 
aE, 
图 9.3 HALA RT, HARA I-A, 因为 车 出 全 中 移 
ER S= fo, o), SFM PMA MATAR). 
建立 在 他 的 判定 一 个 给 定 的 图 中 
存在 因子 的 准则 上 , 托 特 [J10] 可 
* 一 以 给 出 有 预定 的 度 序列 的 生成 子 图 的 
图 的 特征 。 后 米 , [TL], 他 又 证 明了 
图 9.3 没有 1- 因 于 这 个 结果 是 定理 9.4 的 一 个 直接 扒 
的 一 个 图 。 Be SRE 的 一 个 标定 和 一 个 从 玉 到 
非 负 整数 中 的 函数 #。 令 昌 生 是 玉 的 不 相交 的 子 集 ， 令 囊 是 
G-(SUP) 的 一 个 支 。 又 令 9( 吾 , T) 是 人 中 联结 H 的 一 个 点 和 
五 的 一 个 点 的 线 的 数目 。 则 我 们 可 以 用 ho(S, 7) 记 9 一 《SUT) 
HRA I, D+ 加 fw) 为 奇数 的 支吾 的 数目 。 


REIS 令 G 是 一 个 给 定 的 图 HOSEN BA KH 
中 的 一 个 函数 , 则 从 中 没有 由 了 给 定 的 度 序列 的 生成 子 图 当 且 仅 
当 存 在 不 相交 的 点 集 8 和 了 , 使 得 


Btu) <boS, TP) + BFC) de-s) Jo 
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2. 2- 因 子 分 解 

若 一 个 图 是 2- 可 因子 化 的 , 则 每 个 因子 一 定 是 不 相交 团 的 一 
个 并 。 若 一 个 2 -因子 是 连通 的 , 则 它 是 一 个 生成 图 。 我 们 已 经 看 
到 ,一 个 完全 图 基 二 -可 困 子 化 的 当 且 仅 当 它 有 偶数 个 点 。 因 为 一 
个 2 可 因子 化 的 阁 的 所 有 的 点 的 度 一 定 都 是 代数 , 所 以 完全 图 
sn 不 是 2- 可 因子 化 的 。 奇 完全 图 是 2- 可 因子 化 的 , 而 及 事实 上 
还 有 更 强 的 结论 。 

定理 9.6 H Kanin ERARA 

[证 明 ] 为 了 在 Koan 中 构成 % 个 线 不 相交 的 生成 图 ， 先 标 
SE ENGR oa, Oa, or, ?antae 然后 , 在 点 Ur, On, e, On 上 构成 条 
WMP AE, Pew areata Onan 于 是 了 的 第 了 点 是 
ty 其 中 一 6 十 (一 了 人 [3/2]， 并 有 量 所 有 证 标 取 为 整数 1， 2,…， 
24《mod 2n) 。 生 成 圈 Zi 于 是 由 联结 Oan 于 Pi 的 两 个 端点 构成 。 

对 于 图 Ky, 这 种 构造 法 存 图 9.4 hmh. BR 已, 的 各 条 线 
是 实 线 , WARM LAA LER, 

有 五 wm 的 一 个 分 解 改 进 了 定理 9. 工 的 结果 。 


Ze 


图 9.4 Ki 的 -个 2- 因 子 分 解 。 


lod ALM AFHR 


定理 9.7 完全 图 区 sn 是 一 个 因子 和 mn 一 1 个 生成 冉 的 和 。 

当然 , 每 个 1 上 度 正则 的 图 本 身 是 一 个 -因子 , 而 每 个 2- 度 正 
则 的 图 是 一 个 因子。 车 一 个 2 上 度 正则 的 图 8 的 每 一 个 支 是 一 个 
RE, WAA 8 能 表示 为 两 个 1 因子 的 和 , 它 也 是 二 可 因子 化 
的 。 尖 一 个 三 次 图 含有 一 个 1- 因子, 它 一 定 也 有 一 个 2- 因 子 。 但 
是 有 许多 三 次 图 并 没有 LAF, 

R95 中 的 图 有 三 条 桥 。 彼 得 森 (Petersen)[P3] 证 明了 任何 
一 个 没有 4 因子 的 三 次 图 一 定 有 一 条 桥 。 


图 9.5 没有 二 因子 的 一 个 三 次 图 。 图 9.6 RERA. 
定理 9.8 每 一 个 没有 桥 的 三 次 图 是 一 个 二 因子 和 一 个 2- 
因子 的 和 。 


彼得 森 给 出 了 一 个 没有 烽 且 不 是 三 个 1- 央 子 的 和 的 三 次 图 ， 
从 而 证 明了 这 个 结果 不 能 再 加 强 。 这 个 右 名 的 图 画 在 图 3.6 中 , E 
称 为 彼得 森 图 。 由 定 通 9.8， 它 是 一 个 二 因子 和 一 个 2 因子 的 和 。 
五 边 形 和 五 角 星 形 一 起 构成 了 一 个 2- 因子, 而 联结 五 边 形 和 五 角 
性 形 的 五 条 线 构 成 一 个 LAT, 

彼得 森 [P3] 也 得 到 了 可 以 将 一 个 图 分 解 为 9- 因 子 的 一 个 准 
则 。 

定理 9.9 一 个 连 肥 巍 是 2 可 内 子 化 的 当 且 仪 当 它 是 偶数 度 
正则 的 。 


3. HE 
到 现在 为 目 ， 已 经 考 患 过 的 因 季 分 解 的 形式 仅仅 是 每 个 因子 
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都 是 一 个 上 -因子 。 另 外 一 些 形式 的 因子 分 解 也 曾 被 研究 过 。 我们 
现在 讨论 其 中 的 一 种 , 而 其 余 的 在 第 十 一 亲 中 肯 来 讨论 。 任何 一 
DEG WT ek AE AL, RES AEP TL G R q RR 
中 的 一 条 就 可 以 了 。 4A ERT PRB Ta) BIE AOS GR A 
交 的 生成 条 时 生成 休 的 最 少数 目 。 这 个 数 日 称 为 全 的 前 度 , Bid 
HE LG). pin, T(Ks)=2 ML (Ko) 一 38。 分 解 这 些 图 为 生成 林 
的 琉 小 分 解 画 在 图 9.7 中 。 

纳什 - 城 廉 斯 [N23 发 现 的 一 个 公式 给 出 任何 一 个 图 的 萌 度 。 


Luz A 


图 9.Y 分 成 后 成 林 的 最 小 分 解 。 


定理 9.10 令 G HAEL o, g) 图 , LE op EE 
E-E n 个 点 的 子 网 中 线 的 最 多 数 旧 , 网 


1@= mard- te h 


r(G)>mex{g,/ (0-0) 可 以 如 下 证 明 。 AAOH DPA, 


在 任何 一 个 生成 体 中 线 的 最 多 数目 是 2 一 1。 从 和 而 , 充 注 G 所 党 性 
的 生成 林 的 惹 少 可 能 数目 至 少 是 9/ (一 已 ， 这 个 最 少 可 能 数 日 按 
定义 就 是 Y(G) 。 但 如 的 戎 度 是 一 个 整数 , MA T> {g p~ 
Dyo 要 证 明 的 不 等 式 现在 可 以 从 下 列 事实 得 到 , 即 对 G 的 任何 -- 
ATR A, KOST). 

在 所 有 有 nsp a H h, max? (H) 将 出 现在 含有 
最 多 的 线 的 导出 于 图 中 。 于 是 , A H Æa AFE, TCH) 可 


I06 Ria NFR 


WAT {q/Q—1)}, R.S HACO 15) ABBA TIRES W 
n= 5 H = 10 (对 H= Ks), RI 


THe ot = 2ft} 


2 


9.8 AF-S MAG, 
对 于 区 sg, g HRABRE mp IL, SELL PK») = tp 
对。 类 伏地, WHE RA Kee {w DS nepr rs 时 直到 
RAM 
系 9.10(a) 完全 图 和 完全 双 图 的 戎 度 为 


xD- 侣 | 有 7- 全 了 


虽然 纳什 -~ 碱 廉 斯 公式 给 出 一 个 任意 的 图 因 于 分 解 为 生成 林 
的 最 少数 目 , 然而 它 的 证 明 并 没有 给 出 一 种 特殊 的 分 解法 。 RA 
克 [B5] 对 完全 图 和 完全 双 图 给 出 了 这 种 分 解法 , 我 们 在 这 里 给 出 
前 者 。 对 于 2 一 2n， Ko 实际 上 可 以 分 解 为 条 生成 道路 。 标 定点 
a, Va, ot, Von RANA EL EB 9.6 的 还 朋 中 同样 的 mw 条 道路 ， 

Pi =O Wiiro Vintin 
MF pH2Qnt1, HAI10(a), K HREH, 取 上 述 各 条 
道路 , 对 其 中 的 每 一 条 道路 加 上 一 个 附加 的 标 以 vone 的 点 ， 然 后 
联络 Ponsa 与 另外 2n 个 点 构成 一 个 星 形 图 就 得 到 一 个 分 解 。 对 
p=9, 这 种 构造 法 而 在 图 9.9 中 。 容 站 看 出 , 这 种 构造 由 Ko 的 一 
个 点 处 的 星 形 图 与 相应 于 Ka 的 上 述 岂 条 生成 道路 的 生成 子 林 所 
组 成 。 


Zz a . 


习题 
9.1 画 吾 :有 有 叭 一 的 一 个 二 因子 分 解 。 求 Kas W Eohi 
因子 分 解 的 数 是。 
9.2 R 长 ;的 一 个 1 因子 分 解 。 
9.3 Kon 的 二 因子 分 解 的 数 日 为 2%) 1/ nt), 
9.4 Kena 有 一 个 8- 因子 分 解 。 
9.5 Rael, Kan e+ TA TAER 
9.6 应 用 托 特定 理 9.4 证 时 网 9.5 的 网 没 有 1 工 天 了 。 
9.7 Hp wR n ld G Itn EEA, W G 在 
LF 
9.8 UAE. 4 MA--P LAT RY 
REAA HA OR AOE EA 
ERT Fo (FEA ge AUER LBP2]) 
9.9 Ks 表示 为 四 个 生成 圈 之 和 。 
9.10 彼得 森 图 是 不 是 哈密 顿 的 ? 
“9.11 MINCE MA HES 8 A gt B, 在 在 -企图 全 E 
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A TIER: 

(1) G 是 4 度 正则 的 ; 

(2) 8 的 围 长 是 

(3) G 是 哈密 顿 的 ; 

(4) 长 度 为 g 的 各 个 较 是 线 不 相交 的 ,并且 构 成 经 的 一 个 2- 
因子 ; 

©) G 是 这 个 2- 因子 和 (Q 一 2) 个 二 因子 的 和 。 

( 陀 克 斯 [S9]) 
9.12 给 出 分 44 为 生成 林 的 一 个 最 小 分 解 。 
9.13 求 最 小 的 连通 (2, 中 图 GG, 使 
max{g,/(r—1)} > {/(p-D}, 


EP ge EG ER AA r PE FP RHR BA Ao 


第 + 章 覆盖 


通过 不 在 某 一 条 直线 上 的 一 个 
点 ， 可 以 作 叭 一 的 一 条 直线 与 给 定 
的 直线 没有 公共 点 。 


欧 几 里 得 
通过 不 在 某 一 条 直线 上 的 一 个 
点 ， 不 能 作 一 条 直线 与 给 定 的 直线 
没有 公共 点 。 
—#ł 
通过 不 在 某 一 条 直线 上 的 一 个 
点 ， 可 以 作 两 条 以 上 直线 与 给 定 的 
直线 没有 公共 点 。 
一 一 波 里 艾 


HAR TPR RAAT AT ARG HRR oun Bt uA, RY 
地 , PATA BP RT EBT AR 按照 这 
种 观点 ， 我 们 定义 台 的 两 个 不 变量 , 覆盖 所 有 的 线 (点 ) 的 点 ( 线 ) 
的 最 少数 目 。 还 有 两 个 与 此 有 关 的 不 变量 是 不 邻接 的 点 和 线 的 最 
多 数量 。 任 何 一 个 图 的 这 四 个 数 满足 几 个 关系 。 它 们 也 引出 了 对 
特殊 的 点 和 线 的 研究 , 这 些 点 和 线 用 于 莉 盖 的 目的 是 临界 的 。 这 
些 概 念 自然 而 然 地 于 笋 AMPS, PARRA 
存在 这 种 子 图 的 判定 准则 将 用 图 的 履 盖 性 质 来 建立 。 


1. RAMAT 


车 一 个 点 和 一 条 线 互相 关联 , EMEA, Mii 
终生 的 所 有 线 的 一 个 点 集 称 为 避 的 一 个 点 着 盖 , 又 称 补 刘 所 有 的 
点 的 一 个 线 集 尖 一 个 绕 着 差 。G 的 各 个 点 宰 息 中 点 的 报 少 数目 称 


No 第 [名 党 


WW AM EH, WM aola) R aoo XM, lG) R a EG 

- PRA RU RH, BRR GG 

BAK, BHM, (Kp) =p- Ml aK) = 

[(pt+1)/2], BOT REE REE) EA om 

a CAPS, on) 个 元 素 , MERCED BAPE 

意 ， 一 个 点 覆盖 可 能 是 最 小 的 "但 不 是 极 小 

Wo E101 hi 6 个 不 是 制 点 的 点 就 给 出 

10.1 AK Ko 这 样 的 一 个 点 集 。 同 样 情形 对 于 线 覆 盖 也 成 
立 。 如 关联 于 草 点 的 6 条 线 就 是 那样 。 

全 的 一 个 点 集中 者 没 有 两 个 点 是 邻接 的 ， 这 个 点 集 就 称 为 是 
独立 的 。 在 各 个 独立 点 集中 点 的 最 多 数 日 称 为 他 的 点 独 主 数 , 记 
作 Bo(G) BK Boo SRL, G 的 线 独 评 集 是 每 两 条 线 都 不 邻接 的 线 
集 。 各 个 独立 线 集 的 最 大 基数 称 为 线 独 立 数 BO RB HF 
HE, Bo( Ke) 一 1 和 Ai Kp) =[p/2], BM, A(G) —p/2 4A 
仅 当 好 有 一 个 七 因 子 。 对 于 图 10.1 中 的 图 人 ,刚才 定义 的 这 些 
数 为 B(G) =2 和 BG) =3, 

对 于 这 个 图 和 Ke MA ao 十 Bo=oa 十 B 一 Po 加 莱 [G5] 证 明 ， 
这 个 恒等式 总 是 成 立 的 。 

定理 10.1 对 于 任何 一 个 非 平 凡 的 连 道 图 G, 

do+fo= p= a+ Bi. 

[证明] $ MM。 为 任何 一 个 极 大 的 独立 点 集 ， 所 以 | Mo] = 
Boo 因为 没有 一 条 线 联结 Mo 的 两 个 点 ， 余 下 的 有 Pp 一 Be 个 点 的 
SRG WP A, 所 以 ao<p- lo A-A, HN EG 
的 一 个 极 小 点 覆盖 ， 则 没有 一 条 线 可 以 联结 G 的 其 余 p 一 ao 个 点 
RHEAN, MART -N 是 独立 的 。 从 而 Bo p—a0, 这 就 
证 明了 第 一 个 方程。 

为 了 得 到 第 二 个 等 式 , 我 们 从 一 个 有 Bi 条 线 的 独立 集 M 开 
始 。 对 名 中 每 一 个 不 被 形 ; 中 的 任何 一 条 线 柳 盖 前 点 取 它 的 一 条 
关联 线 构成 一 个 线 集 , WM 和 这 样 构成 的 线 集 的 并 , 就 产生 了 一 

* 迎 东 能 在 共 让 月 取出 一 个 点 ,使 余下 的 点 集 仍然 是 一 个 宏 益 。 一 一 译注 


L RRA 


DRAHY. AY | Nai 十 | 卫 | 生 9 而 | 了 | >a, TH a+ A<p, 
为 了 证 明 另 一 方向 的 不 等 式 ， 让 我 们 游 虑 G H-A Mh RAA 
Na BAR, N 不 能 含有 两 个 端 乓 都 与 M 中 别 的 线 关联 的 线 ， 这 
BR NO 的 星 形 图 的 并 (看 作 线 的 集 )。 若 从 这 些 星 形 图 的 
每 一 个 中 选取 -- 条 线 ， 我 们 得 到 线 的 一 个 独立 集 更 。 现 在 ，|Aal 
+iW| =p it Wi SEn FR, atBiep, EREE, 

EEK [99] EY, 定理 10.1 的 第 一 个 方程 

oo 十 Bo 一 多 

的 证 明 适 用 于 一 种 更 一 般 的 情形 ,一 个 图 的 一 种 性 质 卫 称 为 是 
传递 的 ， 若 G 的 每 一 个 子 图 也 有 这 种 性 硕 。 传 递 的 性 质 例如 有 一 
个 图 为 全 不 连 道 的 、 光 图 的 和 二 部 的 GRP AGS, BG RG 
HFE O 有 性 质 了 了 就 称 是 一 个 卫 - 集 ; BG WEP AE 
IR P OFA S RRE S 是 一 个 五 集 。 令 BoP) G R 
一 个 七 集 的 最 大 基数 ,而 aP EA P 集 的 点 的 最 少数 日 。 则 
下 一 个 陈述 的 证 明 由 定理 10.1 的 证 明 立 即 可 以 得 到 。 

Z 101a) 若 忆 是 他 的 一 种 传递 的 性 质 , 则 wm 人) +A) 
=Po 

一 个 图 G 的 独立 线 的 一 个 集 有 时 称 为 全 的 一 个 匹配 ,因为 它 
建立 了 与 它 关联 的 各 个 点 的 一 个 配对 。 因此 ，G 中 的 有 Bi 条 独 
立 线 的 一 个 集 称 为 他 的 一 个 极 大 匹配 。 若 好 是 二 部 的 , 则 还 有 进 
一 步 的 结果 。 下 一 个 属于 科 尼 希 [K9] 的 定理 与 他 的 用 矩阵 的 形 
式 分 述 的 关于 不 同 代表 元 素 组 的 定理 互 .18 有 密切 的 关系 。 事 实 
上 , 这 是 同一 个 结果 。 

定理 10.2 车 仙 是 二 部 的 , 则 在 一 个 极 大 匹配 中 线 的 数 日 竺 
TAMNA, H A= aoo 

FRANKE, O OCA, 与 寻找 一 个 极 小 
AE FA AL LYE DK 

SMX (OEG RAE, AI MILA A 
ERRA Hh -RA 好 中 这 种 -条 可 扩张 到 迹 是 一 条 父 
BM 人迹 , 并 县 它 的 师 个 端点 者 不 关联 十 二 的 征 何 一 条 线 。 内 为 
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好 是 一 个 匹配 , 这 样 的 迹 一 定 是 一 条 道路 或 一 个 圈 。 若 弛 没有 可 
扩张 到- 迹 , 则 匹配 M 称 为 是 不 可 扩张 的 。 显 然 , 每 一 个 极 大 匹配 
是 不 可 扩张 的 ; 它 的 逆 属 于 贝尔 热 [B10], 下 面 给 出 的 证 明 发 表 在 
RMR (Rabin) ENRI] 中 。 

定理 10.8 每 -- 个 不 可 扩张 匹配 是 极 大 的 。 

CER] 令 好 是 不 可 扩张 的 ， 且 和 远 一 个 极 大 匹配 型， 使 得 
在 形 中 但 不 在 型 ' 中 的 线 章 数目 |MM| 是 最 小 的 。 若 这 个 数 
是 零 , MM-M, Bill, HA-RRKMBW, EEH RER 
EMM AM p, AM ERAPR, W 不 能 同时 以 
MM 中 的 线 开始 和 结束 *， 所 以 入 在 开 一 型 ' 和 型 "中 有 同样 
多 的 线 。 现 在 由 型" 构成 一 个 极 大 匹配 N, BEW pi 型 "中 的 
Ru Wh MM! 中 的 线 ， 则 (MN) < 下 一 MM, 5 W i 
选 法 矛盾 ,证 毕 。 

诺 到 和 拉 宾 [LNRI] 给 出 了 一 种 算法 , 它 基 于 下 列 的 定理 ,用 这 
种 算法 可 以 找到 在 一 个 给 定 的 图 中 的 全 部 极 小 线 覆盖 。 令 了 是 他 
的 一 个 线材 善 。 车 一 条 交替 了 通道 的 端 线 部 在 了 中 , 并 且 它 的 
两 个 端点 除了 关联 于 这 条 通道 的 端 线 外 还 关联 于 了 的 其 他 线 , 则 
这 条 通道 称 为 一 条 了 -缩减 通道 。 显 然 , 每 一 个 极 小 线 覆 盖 没 有 缩 
减 通 道 。 

定理 10.4 车 了 是 和 的 一 个 线 覆 盖 , 对 它 不 存在 了 -缩减 首 
道 , 则 了 是 一 个 极 小 线 柳 盖 。 

G 的 覆盖 不 变量 co 和 oi FAs HR a ER EE eT TG 
要 的 数目 得 到 的 。 我 们 也 可 以 将 每 个 点 看 作 覆 盖 它 自己 ， 面 两 个 
AMELIA EAH, MRE. 这 就 出 现 了 另外 的 不 

令 aoo BARV 所 需要 的 点 的 最 少数 目 ， 且 令 ab 是 覆盖 六 
的 独 痰 的 成 的 最 少数 目 **。 于 是 这 些 数 都 对 任何 一 个 图 都 有 定义。 


* TARE, W 不 能 所 时 以 对: 中 的 线 开 苔 和 结束 。 一 一 译注 
** DUAR (BIZ) 称 ao 为 "外国 数 (external stability number)”, po 为 “内 因数 
(internal stability number)”, 


2. ls 
令 an 和 ln Kf BRE AS H 
得 到 了 这 些 不 变量 之 问 的 关系 。 
定理 10.5 对 任何 -个 图 G， 


ASA, A= Ate 


2. ER ANAR 


ER ET JEG 前 一 个 子 图 , 则 o( HSol, X 
个 不 等 式 对 于 任何 点 2 或 线 s 当 互 =G 一 ov 或 且 =G--w 时 成 站 。 
车 oo(G 一 0)<aolG)， 则 称 名 是 一 个 临界 点 FF lGa 
ao (G), MIFE s Æ G RER R, 显然 ,车 和 4 是 临界 的 ,可 得 
00(G 一 92) 一 qo(G 一 9) 一 qo 一 1。 痢 界 点 的 特征 很 容易 给 出 。 

定理 10.6 一 个 图 G 中 的 一 个 点 "是 临界 的 当 且 仅 当 有 某 
TBD REG AH vo 

[证 明 ] #7 MEG 的 一 个 含 " 的 极 小 点 覆盖 , 虽 M-E 
a-o 从 而 lG- M-i} =M] ia), 所 
VA o FE G PRIER 

令 " 是 他 的 一 个 临界 点 ， 考 虑 Go HAARA Af’。 
SMU 是 G 的 一 个 点 覆盖 ， 卫 关 为 它 比 M 多 会 -个 元 素 ， 
所 以 是 极 小 的 。 

EEG PEA- RR ”一 we 会 使 点 覆盖 数 减 小 , MBA uR 
?也 一 定 会 产生 一 个 有 较 小 的 点 覆盖 数 的 图 。 于 是 ， 若 一 条 线 是 
临界 的 , 它 的 两 个 端点 就 都 是 临界 的 。 若 一 个 图 有 临界 点 , 它 不 一 
定 有 临界 线 ; 例如 ,C4 的 每 个 点 是 临界 的 而 没有 一 条 线 是 临界 的 。 

一 个 图 车 其 中 每 个 点 都 是 临界 的 , 就 称 这 个 图 是 点 临界 的 ; 又 
车 其 中 每 条 线 都 是 临界 的 , 就 称 这 个 图 是 线 临 界 的 。 于 是 ,一 个 图 
G 是 点 临界 的 当 且 仅 当 全 的 每 个 点 在 如 的 菜 个 极 小 点 覆盖 中 。 由 
我 们 前 面 的 注 记 ， 每 个 线 临 界 图 都 是 点 临界 的 。 在 线 临 界 图 中 有 
完全 图 , 奇数 长 度 的 固 和 图 10.2 中 的 图。 

ARCA, UAE ORT BR PSG ERR PR, Aol ASG Te 由 上 下 
文 可 以 区 剧 它 们 的 含义 。 


10.2 RERE 


现在 偿 不 知道 线 临界 网 的 结构 的 判定 准则 ， 然而 ， 下 列 拜 内 
Si, 喻 拉 里 和 普 卢 默 [BHE 了 3 的 定理 的 两 个 系 中 的 第 一 个 给 这 种 图 
以 -- 个 颇 为 严格 的 条 件 。 

定理 10.7 一 个 图 的 任何 西 条 邻接 的 临界 线 在 一 个 奇 园 上 。 

系 10.7 (a) 每 一 个 线 临 界 图 是 一 个 块 ， 共 中 任何 两 条 邻 搂 
WATE zy I. 

定理 10.7 LUNES TIR TRAR 4 (Dulmage) 和 门 德尔 松 
(Mendelsohn) [DM1] 的 下 列 结 果 得 出 的 。 

系 10.7(b) 一 个 二 部 图 的 任何 两 条 痴 界 线 是 独立 的 。 


3. 线 核 和 点 核 


一 个 图 GG 的 线 核 * Ca(G) 是 全 的 一 个 子 图 ， 它 出 所 有 (假如 
存在 的 话 ) 使 |Y | =a (G) 的 线 的 独立 集 Y 的 并 导出 。 这 个 概念 
由 达尔 返 奇 和 门 德尔 松 [DMI1 引 入 。 他 们 将 这 个 概念 作为 他 们 的 
关于 双 疼 的 分 解 理论 的 重要 部 分 。 一 个 图 并 不 总 是 有 线 核 。 然 而 
BER 10.2, 非 信 不 连通 的 每 个 二 部 图 有 一 个 线 核 。 作 为 没有 线 
核 的 图 的 一 个 例 , 可 以 考虑 一 个 奇 图 Cp。 此 处 我 们 可 得 00 (C,) = 
(p+1)/2, TL (O05) = (p—1)/2, 所 以 O, 没有 线 核 。 

Birdie HLA BY TBR [BP19] 为 一 个 图 有 线 核 给 出 了 一 个 判定 准 
则 。 一 个 以 下 AR GMA Ba M 称 为 外 部 的 ， 
Bx M 的 等 一 个 子 集 MY, |S U |, Hep UC) BV — 
型 中 所 有 MR RRS RUE 

* 在 LDM11 LHP LIR 


3. ARMAR US 


定理 了 如 .8 对 任何 一 个 网 G, 下 列 陈 述 是 等 价 的 

O G 有 一 个 线 核 。 

(2) 有 -一 个 外 部 的 极 小 点 种 汶 。 

O) GE FREAD BLA IB 

作为 一 个 例 , SIR 10.3 PWG, MPT ROD 
F, Mi= {9 vs, vo} 和 如 一 {va, vs, mjo RIVER, F 
Mi= Mau WU (M4) —{01, oa 06, 07}. X MT ={vs, ve}, UME 
一 {vs Vs, 97}o 我 们 注意 到 | Mi! S UMD W MY) < |UD]. 
对 于 Ms EF BR; ATRE, Mi 是 外 部 的 。 显 然 
My 也 是 外 部 的 。 


Bs Ds 


图 加 .3 一 个 网 和 它 的 线 核 。 


另 一 方面 , 存在 等 于 自己 的 线 核 的 图 。 这 族 图 的 特征 由 下 列 
[HP191 中 的 定理 给 出 。 按 达 尔 迈 奇 和 门 德尔 松 (DML 的 术语 ， 
我 们 考虑 一 个 双 图 G, EM RR BRAZEN SULT, BGA 
A+R REM, HRK MOS BSR MOT 是 空 的 ， 
我 们 称 G 是 六 不 可 约 的 。 其 次 , FERAL RAB M 和 
Ms, ERE MNS-é6R 于 MT 了 P= 或 者 和 MNT=$ 及 NS 
=e, 称 它 是 不 可 约 的 。 最 后 , 车 它 既 不 是 不 可 约 的 又 不 是 兴 不 可 
约 的 , G 就 称 为 是 可 约 的 。 

定理 10.9 一 个 图 G 与 它 的 线 核 C:(G) 相等 当 且 仅 当 它 基 
二 部 的 且 不 是 可 约 的 。 

考虑 图 10.4 PARE Gy AGL, FEG IH, & Sim {vs vo} 
P Pic {oi Va, Ya Vs, Urb, REI 的 有 唯一 的 极 小 点 福 盖 A = 
人 es， a}, TP MNT p. Ga EER TAH, 从 而 等 于 它 的 线 
Bo HE Gath, 令 Sa= Lt, us, toh 和 Ta= (tla, Ua, woho ABA 


no Ria WOR 
ANARE, RP Mac fu ta, a} 和 Na= fla ta, to} ARIAT, MaN 
Ts 一 $$ A NaN Sse, 从 而 Ga RAAT YE IS PERE 


Gi ty mr 
Gyr 
us He 


10.4 APERTAR- ATESA 


习题 


10.1 证 明 或 否定 一 个 图 从 的 每 一 个 点 覆盖 含有 一 个 极 小 

10.2 证 明 或 否定 ， 每 一 个 线 的 独立 集 在 线 的 一 个 极 天 独立 
集中 。 

10.3 HENDE G, (>G) M al. 

10.4 RE aG) =B1(G) 的 一 个 必要 且 充 分 条 件 。 

10.5 车 Gf 有 一 条 闭 迹 含有 一 个 点 覆盖 , LG) 是 哈密 顿 


10.6 对 任何 一 个 图 G, al>). 
10.7 G 是 一 个 双 图 ， 则 9<oop8o， 等 式 仅 对 完全 双 图 成 


10.8 AG R-PHEA nR, dil 
a) oo 一 一 x 一 人 
b) G EI AW IOCH p< 2a, 
6) 车 好 不 是 哈密 顿 的 ， 则 它 的 周 长 c 一 2xo， 且 G 有 唯一 的 
SOD SB (M.D. 3 aR) 
d) Bi~min{d, [p/2]}. 
《 夏 特 朗 , MEMAK LOGH) 
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10.9 a) $ By 是 在 一 个 使 《> 不 连通 的 集 SCVCG) 中 点 
的 最 多 数目 ,出 x 一 p 一 Bc。 

b) 类 似 地 定义 Ba 和 9 一 Bo GEEK [H39]) 

10.10 计算 

a) an(K,), b) ao(K mn), 0) anC(Kmn)s 

10.11 “象棋 皇后 "图 将 棋盘 上 的 64 个 方 格 作为 它 的 点 , 当 笃 
后 走 一 步 可 以 从 一 个 点 到 达 另 一 个 点 时 这 两 个 点 邻接 ， 类 似 地 定 
义 象 诬 马 图 、 象 棋 相 图 及 象棋 车 图 。 对 这 四 个 图 的 每 一 个 , 数 aoo 


等 于 多 少 ? 《 解 见 贝尔 热 [B12, pp. 41~42]) 
10.12 a, oo 和 abo 之 间 的 一 些 关 系 如 下 ; 
a) do Sao; 


b) 对 一 些 图 , co<abo 

o) 对 一 些 图 ,ato<oo; 

d) i—i, aoao 

10.13 证 明 或 否定 : EAR G pH- RR oe EERE 
R4A-TEDRAE AH %。 

10.14 十 明 或 省 定 : 每 一 个 人 连通 的 线 临 界 图 是 哈密 顿 的 。 

10.15 系 10.6(a) MBA ML, MERE RNP 
H, 其 中 任何 两 条 邻接 的 线 在 一 个 奇 圈 上 。 

10.16 一 个 树 卫 等 于 它 的 线 核 当月 仪 当 卫 是 一 个 块 - 制 点 


le CUS REALS AR LHP19]) 
10.17 对 任何 一 个 图 @， 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 
1. G 有 一 个 线 核 。 
2., oo(G) =B1(G)。 
3. (G) =pBo(G)o 《 哈 控 里 和 省 广 默 [HP19]》 


10.18 BG EARE O(G) 的 连通 图 ,由 
a) O(G) G FA F 
b) C.(01(9)) =01(0); 
0) CG) WETER G HETE, 它们 不 是 可 约 的 。 
(ey REN AEE TBR [FED39]》 


US 季 人 章 Rm 


10.19 AG BRERA CU 的 - -个 图 , BLE 的 一 个 二 部 


FA, EHS OG), WB 是 可 约 的 。 
OR 


ELEAN BR [HP19]) 


10.20 点 核 Oo(G) 是 人 的 一 个 子 图 ， 它 由 所 有 有 AG 个 
ASR ES SE. AE 从 有 一 个 点 核 当 且 仅 当 它 有 一 个 


线 核 。 ki 


近 里 和 普 卢 默 [HP18]) 


10.21 #G=-O(@), 则 如 有 一 个 1 因子 。 
《 哈 拉 里 和 普 卢 默 [HP18]) 
10.22 车 G 是 m 度 正则 的 , 则 有 分 六 为 至 多 i 十 [nm/ 红 个 子 
集 的 一 个 划分 了 ， 使 得 鲜 一 个 点 与 同一 个 子 集 中 至 多 一 个 另外 的 


点 邻接 。 Gë 


WE (Gerencsér) [G6]) 


FE m 性 


RR- RGF 


$ 
i 

Et 

Z 
Je} 


— E As Sa, coh RAP 


Fath AWA 1736 AEP RAV N+P =2), 但 是 
接着 就 中 断 了 191 年 。 当 库 拉 托 斯 基 (Kuratowski) 发 现 了 判定 一 
个 图 为 可 平面 图 的 准则 时 ,这 个 方向 才 开 始 复苏 。 拓扑 网 论 的 另 
一 个 先驱 者 足 惑 特 尼 , 他 得 到 了 将 图 嵌入 平面 内 的 某 些 重要 性 质 。 

我 们 要 提出 所 布 已 知 的 判定 可 平 栖 性 的 准则 。 其 中 包括 库 拉 
托 斯 其 和 瓦格纳 (Wagner) 的 定理 , 这 个 定理 用 禁用 子 图 给 出 了 可 
平面 性 的 特征 ; 还 有 有 惠 特 尼 的 用 组 合 对 介 的 存在 性 给 出 的 结果 各 
EIRE (MaeT,ane) 的 用 预先 给 定 的 图 基 的 存在 性 给 出 的 描述 。 

将 引进 一 个 图 的 几 个 拓扑 不 变量 。 我 们 求 出 了 完全 图 和 完全 
二 部 图 的 亏 格 , 求 出 了 其 中 “大 多 数 ” 图 的 厚度 , 但 是 只 求 出 了 少数 
几 个 图 的 又 数 。 


I. 平面 图 和 可 平面 图 


一 个 图 称 为 被 尝 入 一 个 曲 而 内, 车 它 已 经 而 在 S 上 而 任何 
WMA, 如 在 第 一 党 中 已经 说 过 ,我们 将 对 提 象 的 罚 用 


“点” 和 “ 线 ”而 对 几何 的 图 ( 柑 入 了 某 个 曲面 内 ) HS? 
一 个 图 如 凡 可 以 肉 入 平 称 为 是 可 平面 的 ; 已 经 嵌入 平 而 内 的 


ZERRE AA, A KTA PARE Aa HH, BA 
WERPEN LA A) RA S 
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BUI 一 个 可 平 商 网 和 一 种 能 入 。 


由 一 个 平面 图 限定 的 各 个 区 域 我 们 将 称 为 它 的 面 。 无 界 的 区 
域 称 为 外 部 面 。 当 一 个 平面 图 的 一 个 面 的 界 是 一 个 阅 时 我 们 有 时 
将 这 个 图 就 看 作 一 个 面 。 图 11.2 的 平面 图 有 三 个 面 , fo fo 和 外 
TRH foo MAR, RE fo FETA. 


可 平面 图 这 个 论题 是 欧 拉 在 他 对 多 面 
Xk 体 的 探讨 中 发 现 的 。 每 个 多 面体 联系 着 一 
个 图 , 这 个 图 只 由 它 的 顶点 和 它 的 边 组 成 ， 
图 姑 .2 一 个 平面 图 。 称 为 它 的 1- 骨 困 。 例如， 图 @s 是 立方 体 
的 工 肯 架 ， 而 Kans 是 八 面体 的 1- 骨 架 。 多 面体 的 欧 拉 公式 是 
数学 的 经 典 结果 之 一 。 
定理 也 . 工 〈 欧 拉 多 面体 公式 ) 对 任何 一 个 有 MOK, B® 
边 和 也 个 面 的 球形 多 面体 ， 
V-E+F=2, (11.1) 
对 3- 方 体 , RAV =8, 加 =12 和 卫 =6， 所 以 《11 .办 成 立 ; 
对 一 个 四 面体 , 广 = 了 一 4 和 召 =6。 在 证 明 这 个 方程 以 前 , 我们 将 
用 图 论 的 术语 将 它 收 述 一 下 。 一 个 平 曾 地 加 是 一 个 连通 的 平 阐 图 
与 它 的 所 有 的 曾 。 对 于 一 个 平面 地 图 , 可 以 用 顶点 的 数目 2p, 边 的 
数 日 9 和 面 的 数量? 将 (iI. 了) 改写 为 
p-gtr=2, (11.1) 
用 归纳 法 米 证 明 这 个 定理 是 很 容易 的 , 然而 , 这 个 方程 在 第 四 
章 中 就 已 经 被 证 明了 。 那 时 证 明了 , 一 个 连 遂 图 对 的 岗 聊 痉 由 下 
起 给 出 ， 


m=q—p+1, 
因为 容易 看 出 ， OLT 对 E HENRIETTE G w 
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立 ， 所 以 我 们 一 开始 就 假定 他 是 EDH, 于 是 他 的 一 个 平面 
嵌入 的 每 一 个 而 是 一 个 圈 。 

我 们 刚才 对 于 一 个 平面 地 图 记 2=F 和 9 一 如。 只 要 联系 m 
与 也 就 可 以 了 。 我 们 现在 证 明 一 个 平面 图 G MAR G 
WORE, AEN m 个 。 因为 他 的 每 个 圈 和 的 边 可 以 看 
作 含 于 台中 的 弛 的 各 个 面 的 对 称 莽 , 记 以 要 证 明 的 命题 成 立 。 因 
为 外 部 面 是 所 有 内 部 军 (看 作 边 的 集合 ) 的 和 (mod2), RALA 
级 一 五 一 1。 从 而 , m=q—p+1 RA F-1=E-V +1, 

了 殉 拉 方程 有 许多 推论 。 

系 11.1(a) EGE- O, 9) 平面 地 图 , 其 中 每 个 而 是 一 
An 图 , 则 


g=n(p—2)/(n—2), (11.2) 

[证 明 ] 因为 @ 的 每 一 个 面 是 一 个 “图 , G 的 每 一 条 线 在 两 
个 面 上 , 且 每 个 面 有 % 条 边 。 于 是 mr 一 2g, 将 它 代入 (11.1) 就 给 
出 所 要 证 的 结果 。 

一 个 最 大 可 平面 图 是 一 个 可 平面 图 ， 对 它 不 能 再 加 入 线 而 不 
失去 可 平 而 和 性。 以 wm 一 3 和 4 代入 ( 坟 .2) 给 出 下 列 结 果 。 

BIL) 车 人 是 一 个 (p, 外 最 大 平面 图 ， 则 每 个 硬是 一 
个 三 角形 , 入 9 一 9p 一 6。 若 GG 是 一 个 平面 图 , 其 中 每 一 个 面 是 
A 1, M @=2p—4, 

因为 在 一 个 平面 图 中 ， 当 每 个 面 是 一 个 三 角形 时 边 的 数 日 最 
多 ,我们 得 到 用 线 的 数 昌 内 达 的 一 个 赂 可 平面 性 的 一 个 必要 条 件 。 

系 11.1(6) 若是 任何 一 个 可 平面 的 (p, 9) 图 , p>3, W 
4<3p 一 6。 若 和 是 委 连 通 的 而 且 没有 三 角形 , 则 9 专 2p 一 4。 

RILI) KW Ks 和 天 ss 是 个 可 平面 的 。 

[证 明 ] (5,10% 瓜 s 是 不 可 平面 的 ,因为 9 一 10>9 一 82 一 6 
对 Ks,s, 9 一 9 而 2 一 4 一 8。 

如 我 们 即将 见 到 , 图 天: 和 Ke, 在 给 出 可 平面 图 的 特征 方面 
起 重要 的 作用 。 上 述 系 在 研究 可 平面 图 , 特别 是 最 大 可 平面 图 时 
是 极其 有 用 的 。 


me Rte 可 平 商 性 


RI) 每 一 个 p>4 的 可 平 而 图 避 至 少 有 四 个 点 的 度 
不 超过 5。 

显然 ， 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 支 是 可 平面 的 。 
惠 特 尼 [WI31 证 明了 , 在 研究 可 平 商 性 时 只 要 考虑 2- 连通 图 就 够 
了 。 

EBM 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 的 每 一 个 块 是 可 
平面 的 。 

直观 上 显然 可 见 , 任何 一 个 可 平面 图 可 以 柑 入 球面 。 反 过 来 
也 成 立 。 这 个 事实 使 我 们 可 以 用 许多 种 不 同 的 方式 将 一 个 可 平面 
BRAG, 

定理 11.3 每 一 个 2 连通 平面 图 可 以 嵌入 平面 使 任何 一 个 
特定 的 曾 成 为 外 部 面 。 

CEH] 令 了 是 一 个 平面 区 G 的 一 个 非 外 部 面 。 将 G HRA 
球面 。 称 了 内 部 的 某 个 点 为 “北极 "。 考 虑 一 个 平面 切 球面 于 南极 ， 
并 且 由 北极 将 G 投影 * 到 这 个 平面 上 ， 得 到 一 个 同 构 于 的 平面 
图 , 其 中 上 为 外 部 面 。 

系 11.8(a) 每 一 个 可 平面 图 可 以 嵌入 平面 ， 使 一 条 预定 的 
BAGS RY BW 

惠 特 尼 也 证 明了 每 一 个 最 大 可 平面 图 是 一 个 块 , 还 有 

BHU 每 一 个 有 2 和 个 点 的 最 大 可 平面 图 是 8- 连通 
的 。 

有 五 种 办 法 可 以 将 8- 连通 的 轮 形 图 Ws 嵌入 平面 : 一 种 看 起 
RRA 1.34), TSR RR 1.30), RH, Wi 


fa) (Q) 


图 寻 .3 平 于 的 花形 图 。 
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入 球面 只 有 一 种 办 法 。 这 个 结果 对 所 有 的 3- 连 通 图 都 成 立 ( 惠 特 
尼 [LW18])。 
定理 了 .5 每 一 个 3- 连 道 可 平面 图 可 以 唯一 地 嵌入 球 西 。 
为 了 表明 3- 连通 性 的 必要 性 , 沽 卡 图 了 .4 中 的 连通 度 为 2 的 
UE Gf 和 Go, MRAM, 图 G 的 各 个 区 域 中 没有 一 个 区 
BOARS 8 363, 而 Gs 有 两 个 区 域 的 界 是 三 条 边 。 


图 11.4 一 个 3 连通 图 的 两 种 平面 嵌入 。 


一 个 多 面体 是 号 的 ， 若 联结 它 的 任何 两 点 的 直线 段 全 部 在 这 
个 多 面体 内 。 下 一 个 定理 局 于 施 泰 尼 效 (Steinitz) 和 拉 德 梅 克 
(Rademacher) [SR2]。 

SBN 一 个 图 是 一 个 是 3 维 多面 体 的 1- 骨 架 当 和 且 仅 当 
它 是 可 平面 的 和 3- 连通 的 。 

可 平面 图 理论 中 最 诱 人 的 研究 领域 之 一 是 将 一 个 图 作为 组 合 
客体 又 作为 几何 图 形 来 考虑 它们 的 相互 制约 。 问 题 往往 是 从 对 一 
ANCL Aa, Glin, 瓦格纳 EW1], 法 里 (F&ry) [F1] 
AUS (Stein) [S15] 独立 地 证 明了 ， 每 一 个 可 平面 图 可 以 以 直 的 
WRA FH 

EEU? 每 一 个 可 平面 图 网 构 于 一 个 了 图 ， 它 所 有 的 边 
都 是 直线 段 。 


2. 外 可 平面 图 

著 一 个 可 平面 图 可 以 氢 入 平面 而 使 它 的 所 有 顶点 在 同一 个 下 
E, ERRANT Et, RIER ER HEE, K 
TL. Bef RE TA T C ASR) A), E 
CO) DEAS DUCES N Eo 
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Bib 一 个 外 可 平 向 图 及 现 种 外 平 吾 峻 入 。 

SF, 我们 关于 外 可 平面 到 的 它们 平行 
的 定理 。 立 一 个 类 似 于 定理 UL. FY AEBS 

定理 it. 8 ere sesh MTR Mie 它 的 每 一 个 块 
是 外 可 平 百 的 。 

一 个 外 可 平面 图 G 是 最 大 外 可 平面 的 ， 若 不 能 再 加 上 线 而 不 
失去 外 可 平面 性 。 显然 , 每 一 个 长 大 外 平面 图 是 一 个 多 边 形 的 一 
个 三 角 谢 分 , 而 每 一 个 最大 平 而 图 越 球面 的 一 个 三 角 训 分 ， 有 6 
个 顶点 的 三 个 最 大 外 平 而 图画 在 图 11.6 中 。 


@ tb) 
R16 HPA TFA 


定理 霸 .9 令 G 是 一 个 最 大 外 平面 图 ， 有 ?全 3 个 均 在 外 部 
WLW SU, NG 有 Zz 一 2 个 内 部 面 。 

[证 明 ] 显然 这 个 结果 对 2 一 3 成 立 * 假 定 它 对 2 一 ”成 立 , 又 
令 伴 有 2 一 2 十 上 个 顶点 和 m 个 内 部 而 。 BRE 一 定 有 一 个 度 等 
于 2 的 顶点 在 它 的 外 部 面 上 。 构成 G 一 "。 我 们 使 内 部 画 的 数 
EROT 1, SU m—lL=n-2, 于 是 m=n 一 1=p 一 2, WEA 
部 面 的 数目 。 

这 个 定理 有 几 个 推论 。 

RUI) 每 一 个 有 p 个 点 的 最 大 外 可 平面 图 人 有 

a) 2y—3 条 线 ; 


© 
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b) 至 少 8 个 点 的 度 不 超过 3; 

0) 至 少 2 个 点 的 度 等 于 2s 

d) «(G)=2, 

EM Ky: HAP RRADR AD 二,7 中 的 形式 ， 其 中 ， 
每 一 种 形式 都 有 一 个 顶点 在 外 都 岗 的 内 部 。 所 以 ,这 两 个 图 都 不 
是 外 可 平面 的 。 按 [OH3], 现在 我 们 看 到 , 这 是 两 种 基本 的 非 外 可 
平面 图 。 


BI? 外 可 平西 性 的 禁用 子 图 。 


两 个 图 是 同 敌 的 ， 若 它们 都 可 以 从 同一 个 图 通过 一 系列 线 的 
细 分 得 到 。 例 如 ,任何 两 个 网 都 是 同 是 的 。 图 1L.8 中 画 出 了 Ky 
的 一 个 同 胚 象 。 


BUS KAER 


2811.10 除 等 问 两 个 图 的 各 一 条 线 得 到 的 图 外 ， 一 个 贸 
IPEER CRAM BT Ki 或 Kas 的 子 图 。 

探究 月 某 种 给 定 的 性 质 的 图 的 补 图 往往 是 重要 的 。 对 于 可 平 
TIA, FIDER KSE H EMAK (Battle), 哈 拉 明和 科 达 马 [BURL] 
发 现 , 而 后 由 托 特 FT16] Bh TATRA AE, 它 对 于 一 
个 可 平面 图 的 补 图 是 可 平面 图 提供 了 一 个 充分 条 件 。 

EBA 每 一 个 至 少 有 9 个 点 的 可 平面 图 的 补 图 是 不 可 
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平面 的 , 而 9 是 这 种 数目 中 最 小 的 一 个 。 

这 个 结果 用 穷 举 法 证 明 。 还 不 知道 有 简洁 的 证 法 ,甚至 还 没 
有 一 种 推理 的 证 法 。 

对 外 可 平 画 图 的 一 个 类 似 的 结果 在 [95] 中 作出 。 

E11 每 一 个 至 少 有 了 个 点 的 外 可 平面 图 的 补 图 不 是 
外 可 平面 的 , 而 7 是 这 种 数目 中 最 小 的 一 个 。 

LEM] 为 证 明 第 一 部 分 ， 只 要 验证 每 一 个 有 7 个 点 的 最 大 
外 可 半 面 图 的 补 图 不 是 外 可 平面 的 就 可 以 了 。 因 为 恰 有 4 个 最 大 
的 2 了 7 的 外 可 平面 图 《图 并. 急 ， 而 其 中 每 一 个 的 补 图 容易 看 出 
都 不 是 外 可 平面 的 , 所 以 结果 成 立 。 最 小 性 出 下 列 事实 得 到 :图 
LLG 0b) BANAL 6 个 点 的 (最 大 ) 外 可 平面 图 的 补 图 是 外 可 平 画 的 。 


WOES 


R.I HAA TAAA PIE A o 


3. 库 拉 托 斯 基 定 理 


真 到 库 拉 托 斯 基 的 论文 [K14] 发 表 为 止 , 给 出 可 平面 图 的 特 
征 的 门 题 一 直 古 一 个 巧 而 未 决 的 问题 。 这 个 定理 的 下 述 证 骨 是 基 
FMLA AFH (Schuster) 所 作 的 证 明 [DS1] 。 

EALLI -ARET ER A PEF Ks 
R Ka 的 子 图 。 

[证 明 ] AAA), Ks Kos 是 不 可 平面 的 , 就 得 
到 若 一 个 图 含有 一 个 同 胚 于 五 或 瑟 ss 的 子 图 它 就 也 不 是 可 平 
We. 

逆 命 题 的 证 明 要 复杂 得 多 。 假定 它 不 成 立 , 则 有 一 个 不 可 平 
HE, CRAB Kye Fs, 的 于 图 。 令 缉 是 任何 一 个 线 的 数 
HRCA, WG 一 定 是 一 个 块 且 8(G) >>3。 令 和 一 zoom 是 


3. BESET 


GHER-BR, R Fear 一 定 是 可 平面 的 。 
我 们 将 见 到 , 利用 两 个 引 再来 展开 证 明 是 方便 的 。 
3111.18) 加 中 有 一 个 含有 vo 和 am WE, 

引 型 的 证 明 ”假定 五 中 没有 含有 如 各 的 圈 ， 则 由 定理 
3.3, wo 和 vo EK MRAM, AMEE PAPA we E 
在 每 一 条 ovo 道路 上 。 如 果 也 中 没有 线 wuo 和 wr, 我 们 将 它 
们 加 入 五 中 以 构成 一 个 图 Fo。 在 图 Fo, to 和 wo 恢 昌 在 不 同 
的 块 中 ,例如 名 和 Bu。 这 两 个 块 一 定 有 一 个 公共 点 w。Bl 和 Bs 
ERE G 的 线 少 ， 所 以 Bi 或 者 是 可 平面 的 或 者 合 有 一 个 同 胚 
FEM Es. HPE. RT, WEMA wu 后 产生 了 B 的 一 个 
HEF Ky Koo FE A, 则 用 以 线 zo 开始 的 从 ww 到 如 的 一 
条 道路 来 代替 woo, 得 到 的 G 的 季 图 一 定 同 胚 于 A, Math ye 
于 五 s 或 天 wa 但 这 十 一 个 了 矛盾 。 从 而 Bo 类 伏地 Bs， 是 可 六 面 
Wo RA 11.3 (4)，Bi 和 Bs 部 可 以 而 在 平面 上 使 得 wwo 和 wr 
是 外 部 区 域 的 界 。 从 面 可 以 将 图 Fo 左 入 平面 ， 使 www 和 cory 都 
在 外 部 区 域 上 。 MA go 不 可 能 破坏 Po ECE ME, WG 
Foto B+ FA, GREG, REAM TAS p 
在 一 个 含有 wm H vo 的 圈 。 

FRAPE, 使 得 含有 to 和 wo 的 一 个 圈 乡 具有 数目 最 多 
的 区 域 在 它 的 内 部 。 指 定 纪 的 边 的 方向 使 成 为 一 个 循环 。 又 令 名 
[ww， 人 0 记 沿 着 Wu Blo WM, Hoes LPARAM 
uit, ABA Zlu, o) 来 记 在 Z[w o] PRA uM o BBW TL 
路 。 

TAZ WS RATE h Z SAS UR RP BOF, 而 这 个 予 
图 的 支 称 为 2 的 外 部 支 。 忆 的 一 个 外 片 是 指 五 的 一 个 子 图 , 它 由 
关联 于 至 少 一 个 在 某 一 个 外 部 支 中 的 顶点 的 所 有 的 边 导 出 ” RA 
是 由 在 WIRES Z 的 二 个 顶点 接触 的 一 条 边 ( 若 这 样 的 边 存 
FSR, BU, RIELA ZAM, AMAA. 


T SRIF IN PIR RATER OPI a RZ e—a 
POH, EE 
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一 个 外 片 或 一 个 内 片 称 为 是 分 离 wv, BEG Zu, o) 和 


图 11.10 


说 明 引 鞭 的 分 离 较 Zo 


Zo, 从 都 接触 。 显 然 , 车 
和 % 在 2 上 邻接 , 任何 一 个 
外 片 或 内 片 都 不 能 是 分 离 
uv 的 。 

因为 也 是 连通 的 , 每 一 
个 外 片 都 一 定 与 各 接触 ;而 
且 因 为 五 没有 割 顶点 ， 每 一 
个 外 片 一 定 至 少 有 二 个 与 
公共 的 顶点 。 没 有 一 个 外 片 
BT LAI Z Cuo, vo) A(x, 
Yo) 在 一 个 以 上 顶点 处 接触 ， 
因为 否则 就 有 一 个 食 toro 的 
BLS SHARK, fl 
理 ,没有 一 个 外 片 可 以 与 纹 
或 ww Bef, MMT, 每 一 个 外 
片 与 Z 恰 在 二 个 顶点 处 接 
Ak, 且 是 分 离 wo-vo 的。 此 外 ， 


BAREA E PIA co 而 仍 保持 可 半 面 性 ,所 以 至 少 有 一 个 分 离 


tovo 的 闪 片 。 


BER 11.180) 存在 一 个 分 离 ovo 的 外 片 , 它 与 2 (uo, vo) 
BARE AIG u FZ (vo, vo) 接触 于 例如 v1, 使 得 存在 一 个 内 片 ， 
它 既 是 分 离 -vo 的 , 又 是 分 离 dr-wz 的 。 

TERE ”假定 引 理 不 成 立 。 参 见 图 寺 .10 将 有 助 于 了 解 


这 个 证 明 。 


为 了 将 分 离 wort 的 内 片 重新 安放 在 平面 上 , 我 们 将 它们 进行 
编号 考虑 任何 一 个 离 to 最 近 的 分 次 vovo 的 内 片 Zi 也 就 是 说 ， 
从 加 滑 音 和 移动 时 最 先 届 到 这 个 内 片 的 点 。 继续 逐步 远离 wo， 
RIENA uovo 的 内 片 记 作 In Te 等 等 。 

& ta All Us JÈ Ta WER Z (to, 20) 的 第 一 个 和 最 后 一 个 页 
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点 *， 而 oo 9 是 石 的 接触 多 (wo, uo) 的 第 一 全 和 最 后 一 个 顶点 。 
每 一 个 外 片 与 的 两 个 公共 顶点 必然 或 者 都 在 ZEvs，ws] 上 或 者 
都 在 ZTus, ez] 上 , 因为 否则 将 存在 一 个 外 片 接触 Zi Yo) F tia, 
BEL Z (v9, wo) 于 v1， 而 有 一 个 内 片 既 是 分 离 -to 的 ,又 是 分 高 
toy, HY, 这 与 引 型 不 成 立 的 假定 矛盾 。 所 以 可 以 在 外 部 区 域 中 夯 
一 条 联结 如 和 名 的 曲线 O， 使 它 不 与 也 的 边 接触 ( 见 图 二 .10)。 
于 是 , 可 以 保持 可 平面 性 转移 到 0 的 外 而 。 类 似 地 , 其 余 分 离 
too 的 肉片 也 可 以 依次 转移 到 Z 的 外 面 ,使 产生 的 图 为 平 而 图 。 
然而 , BORE co 就 可 以 加 进去 而 不 破坏 至 的 可 平面 性 ,但 这 
是 一 个 矛盾 。 引 理 证 毕 。 

定理 的 证 明令 万 是 山 引 理 11.130) 保证 的 内 片 ， 它 既是 
DB voto, RBA Baresi, MSM AWB Zo, vo), 
Zuo, to), 4s, ts) MACs, ts) 于 顶点 wo, we, wi 和 wi。 依 
EZ ESPANA CM, WAST 

EPL WA wP w PAA Z (uo, 00) EB, TB 
fe Ebro, u) 上 。 于 是 我 们 可 以 取 例如 wom F ww, H 


(post), A A AAEren), pa AXE THE 
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种 情形 下 , 如 图 11.110), G 会 一 个 同 片 于 Kaa 的 于 图。 其 中 分 
别 用 空心 的 .实心 的 点 来 记 顶 点 的 两 个 集 。 

情形 2， WR oi w HE Z (eo, v) LRA ABE Z (v0, Uo) 
上 。 不 失 一 般 性 , 我 们 取 第 一 种 情形 。 有 两 种 可 能 性 , vwo 或 
Y= tie nrw, 则 全 含有 一 个 同 胚 于 五 ss WTE, 依赖 十 
Wo FEZ (ts, Yr) ERE Z (or ty) E, SSAA 1.11 (6) Ree). 车 
m= wy (WE 11.11), WHE PDs ”存在 出 了 开始 到 wi、 
WW 和 器 的 三 条 不 相交 的 道路 ， 它 们 的 所 有 顶点 ORT w w 和 
Sb) OAT HAARET, G4 也 含有 一 个 同 胚 于 Kos NFR 

情形 38。 wa 一 om 和 wi Aug KARMEL, I wi HZ Ho, vo) 
E. G@RE-PART 五 ss 的 子 图 。 若 wh 2 (eo, m) E*, W 
MA 11.11), G 有 一 个 子 图 同 胚 关于 至 wso 另 一 方面 , 车 wb 
FG (01, w) 上, MAUS), WAA Kas Hwa, B 
改 一 下 这 个 图 形 也 容易 看 出 OBA Ks, 

情形 4， we H w= to XBR wu 和 whe, 
KATURI USAW SE POR, RNS 
情形 考虑 。 令 PKA PM uo 到 wo W- AMI, 又 令 Py 
FEM te BY va PII HB Po 和 Pa 一 定 相交 。 若 Po 
MPL ARIEL-TARIUN, WN 11.119), G FH—-T+ ARE 
Kys FA; BM, WE ILIA, G 含有 一 个 同 胚 于 Ks HFE 
图 。 

因为 这 些 情 形 包括 了 所 有 可 能 情形 , 定理 证 毕 。 

托 特 在 他 的 论文 “如 何 画 一 个 图 ”[ 了 1 中 给 出 了 一 种 算法 来 
将 一 个 给 定 的 图 尽 可 能 多 地 西 在 平面 上 。 并 且 证 明了 , 当 这 个 过 
程 存 没 有 重出 人 部 图 时 就 中 断 了 的 话 ， 则 它 一 定 合 有 有 一 个 同 古 于 
RX Ks. 的 了 图 。 于 是 , 他 的 算法 提供 了 定理 过 .13 的 一 个 独 
DEEH 


图 Kas”, TIH TRAR Kee? ENIRA “SANA 
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一 个 图 人 的 一 个 初等 收缩 于 等 同 两 个 邻接 的 点 芭 和 o 得 到 ， 
即 移 去 % 和 %， 再 加 .上 一 个 新 点 ,使 它 邻 接 于 所 有 邻接 于 或 % 
的 点 。 一 个 图 可 收缩 到 一 个 图 五 ， 若 吾 可 以 从 @ 通过 一 系列 初 
等 收缩 得 到 。 例 如 , 在 图 并 .12(e) M1112) 中 指出 , MARA 
可 收缩 到 Ky, 只 要 将 它 的 联结 五 边 形 和 五 角 星 的 五 条 边 wa 每 一 
条 收缩 到 一 个 新 点 ww 就 可 以 了 。 库 拉 托 斯 基 定 理 的 一 个 对 侦 形 
式 ( 在 拟 阵 理论 的 对 侦 意 义 下 ) 独 立地 由 丽 格 纲 [W2] Fe EN 
托 特 -HH13] 得 到 。 


wa 


® 加 © 
AU. CAAA Pate. 


2B. 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 没有 一 含 可 以 族 
缩 到 K 或 Ks TA 

我 们 刚才 已 经 看 到 彼得 森 图 可 以 收缩 到 五 se 因为 它 的 每 个 点 
的 度 等 于 3, 显然 它 没有 一 个 子 图 同 胚 于 Ky 图 世 .12(o) 表 明 它 
的 一 个 子 图 同 腑 于 Kaso 


4. 可 平面 图 的 其 他 特征 

自从 库 拉 托 斯 基 的 初始 工作 以 来 ， 还 发 现 了 可 平面 性 的 儿 个 
别 的 判定 准则 ,我 们 已 经 在 定理 11.14 中 用 收缩 的 说 法 作出 了 "对 
偶 形 式 ”。 托 特 将 一 个 图 画 到 平 研 上 去 的 算法 也 可 以 算 给 出 了 一 
个 特征 。 

BAJE TW12，W14] 用 对 偶 图 前 存在 性 表达 了 可 平面 性 。 给 
定 一 个 平面 图 多， 它 的 几何 对 偶 G* 可 以 构造 如 下 ; 在 日 的 每 个 区 
域内 (包括 外 部 区 城 ) 放 一 个 顶点 ,车 册 个 区 域 有 有 一 条 公共 边 z, 则 
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用 一 条 仅仅 穿 过 边 = 的 边 e 来 联结 相应 的 项 点 。 结果 总 是 产生 一 
个 洗面 伪 图 , 如 图 11.18, FRG 的 边 是 实 线 ， 而 它 的 对 假 9* 的 
WER, BR, G* 有 一 个 环 当 且 仅 当 
G 有 一 条 桥 , 而 G" ASB AY G 
本 个 区 域 克 少 有 两 条 公共 边 。 TE, 一 个 
分 连通 平面 图 的 对 偶 总 是 一 个 图 或 者 一 个 
SHA, 而 一 个 8- 连通 图 的 对 个 总 是 一 个 
图 。 几 何 对 倡 的 其 他 例子 由 柏 拉 隐 疼 给 出 
AVERILL 。 四 面体 是 自 对 偶 的 ， 立 方 体 和 八 面 体 是 对 
何 的 ,十 二 面体 利 二 十 面体 是 对 偶 的 。 
HEX, 一 个 连通 的 平面 蒋 弛 的 几何 对 信也 是 平面 的 ， 此 外 ， 
G 的 对 个 的 对 个 是 原来 的 图 人 4。 然而 , 一 个 抽象 的 图 如 采 在 球面 
上 上 省 不 止 一 种 嵌入 则 能 够 产生 不 止 一 个 对 企图 如 在 图 并 .14 中 ， 
图 和 五 是 抽象 地 同 构 的 ， 但 由 于 机 入 法 的 不 同 它们 有 不 同 的 
WG MH", ORT, 如 定理 11.5 PT, 一 个 8- 连通 图 仅 有 一 种 
RERA, 它 一 定 有 唯一 的 几何 对 侦 。 


BUM APRA ALA Fo 
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惠 特 尼 给 对 侦 以 一 个 组 合 的 定义 ， 它 是 几何 对 侦 的 一 种 抽象 
的 形式 。 为 了 叙述 这 个 结果 , 我 们 问 忆 在 第 四 章 中 说 过 , 对 于 一 个 
有 天 个 支 的 图 G， BR mG) 一 g 一 十 b Bh, RR mG) 
一 2 一 给 出 。 

弛 的 一 个 子 图 豆 的 相对 补 图 G-H 定义 为 去 掉 五 的 线 得 到 
WA, 一 个 图 GY” 是 图 他 的 组 会 对 偶 ， 若 在 它们 的 线 集 之 间 有 
一 个 一 一 对 应 , 使 得 不 论 如 何 选 定 线 的 对 应 子 集 了 和 了 ”， 

m (G-Y) =m G) —m(¥), (11.3) 
其 中 CY") AAY ARRITE. 现在 用 图 11.16 来 说 明 
这 个 定义 ,其 中 的 对 应 为 neyo XH, Y= {ta s, ta wt, 所 以 
mG 一 了 ) 一 I，m*( 的 一 4 和 m(KY”>) 一 8*， 所 以 定义 中 的 方程 
满足 。 用 1.3) 去 检验 两 个 图 是 否 对 偶 当然 是 非常 困难 的 , 因为 
这 要 求 对 G 中 每 一 个 线 集 上 来 验证 这 个 方程 。 


11.16 组 合 对 侦 。 


与 见 何 对 偶 相 同 , 可 平 冰 图 的 组 合 对 个 也 不 必 唯 一 。 然 而 , 车 
两 个 图 是 两 个 加 构 的 图 的 组 合 对偶 ， 则 它们 的 线 集 之 间 有 一 个 一 
一 对 应 , 这 个 对 应 保持 圈 。 这 儿 图 大 作为 线 的 集 “ (就 是 说 ,它们 
的 圈 拟 阵 是 同 构 的 )。 在 图 入 .14 中 ，G?” 和 瑟 " 的 对 应 wou 说 
明了 这 种 情况 。 


译注 
点 线 的 排列 可 能 不 同 。 一 评注 
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豆 特 尼 证 明了 组 合 对 偶 等 价 于 几何 对 偶 ， 这 给 出 了 可 平面 性 
的 另外 一 个 准则 。 

定理 11.15 一 个 图 是 可 平面 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 组 合 对 
Bo 

另外 一 个 属于 支 克 莱 苗 [M1] 的 可 平面 性 的 准则 是 用 图 的 结 
构 来 表达 的 。 

定理 也 .16 一 个 图 从 是 可 平面 的 当 且 仅 当 名 的 每 一 个 至 
少 有 三 个 点 的 块 有 一 个 圈 基 Zi, Za +, Ea 和 另外 一 个 立 Zo, 使 
得 每 一 条 线 出 现在 这 mt] 个 圈 的 正好 二 个 之 中 。 

我 们 仅 指 出 必 此 性, 它 很 容易 得 到 。 如 在 定理 11.1 的 证 明 中 
所 提 到 ， 一 个 2- 连通 平面 图 的 所 有 内 部 诸 构 成 一 个 圈 基 妈 ， 
Za e, Em ROME E WR, SZ 是 G 的 外 部 圈 。 则 显然 
G 的 每 一 条 边 在 m1 个 图 如 的 正好 二 个 之 中 。 

为 了 证 明 条 件 的 充分 福 ， 必 须 对 一 个 给 定 的 有 所 约定 的 性 二 
前 图 从 构造 一 个 平 而 嵌入 。 

所 有 这 些 可 平面 性 的 判定 准则 总 结 在 下 表 内 ， 其 中 的 各 个 条 
件 对 于 一 个 图 GG 是 等 价 的 。 

O ¢ 是 可 平面 的 。 

《2) GRBART Ks R Kas NFA. 

(8) GUTH Ks R Kos HTE 

O 民有 一 个 组 合 对 个。 

(5) G 的 等 一 个 非 平 凡 块 有 一 个 圈 基 Zs, Zo, e, Ea 和 另外 
ATA Zo 使 得 每 一 条 线 % 出 现在 这 mH 个 峰 的 正好 二 个 之 中 。 


5. 3# FE RERA 

在 这 一 节 中 , 我 们 考虑 一 个 图 人 的 四 个 拓扑 不 变量 。 它 们 分 
SAE Ht: 为 了 把 @ 嵌入 球面 所 需 灶 的 环 俩 的 数目 ; 厚度 : Ho GE 
所 需要 揭 可 平面 图 的 数 日 BEBE, G 中 线 不 机 交 的 不 可 平面 子 图 的 
最 多 数目 ; 丸 数 : 把 9 MEF RLM YAMS ARE. 我 们 
将 集中 于 三 族 图 一 -完全 图， 完全 双 图 和 方 体 一 一 且 尽 我 们 所 知 
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指出 它们 对 于 这 些 不 变量 所 取 的 值 。 

笠 尼 项 注意 到 ,每 个 图 者 可 以 惯 入 菜 个 吓 定 向 的 曲面 。 因为 
将 任意 的 一 个 图 作画 在 平面 上 时 ,就 容 易 
看 出 这 时 可 能 会 有 互相 交叉 的 边 ， 于 是 可 
以 在 每 个 交叉 点 处 搂 一 个 环 柄 到 平 而 上， 
ib UG PL AR 
MAETH. win, M1116 poy 
到 :在 平面 接 上 了 一 个 环 柄 后 的 一 个 嵌入 。 
当然 ， 用 这 种 方法 往往 要 接 上 比 实际 所 希 M1 将 一 个 图 霸 
要 的 更 多 的 环 柄 。 事实 上 ， 科 尼 项 也 证 明 ANTRAL 
了 ， 一 个 图 在 一 个 可 定向 曲面 上 的 任何 一 种 用 最 少数 日 环 柄 的 符 
入 使 得 这 个 图 的 各 个 面 都 是 单 连通 的 。 

我 们 说 过 , 可 平面 图 可 以 嵌入 球面 。 -AURAN MRAN 
环 面 。Ks 和 Kas MEME, RRi ALLL Mle pes 
METK MEK, 在 国 环 面 上 的 嵌入 , 回环 面 用 熟知 的 矩形 来 由 
A, 其 中 两 对 对 边 相等 同 。 还 没有 找到 回环 图 的 类 似 子 库 拉 托 斯 
基 定理 的 特征 。 然 而 , 沃 尔 默 豪 斯 (Vollmerhaus) [V6] 以 肯定 的 
FRO ALM, ETAF AA IE ak 
BY An AT AS Pt — 

AAG NTH Y(G) 是 必须 在 球面 上 加 上 的 环 柄 的 最 少数 


A117 Ki EMREHAN. 11.18 Kaa aera, 


136 Bebe OF hi pk 


A, PREG 可 以 嵌入 到 此 并 而 上 。 当然 , Y(G) =0 当 且 仅 当 
G FEF HY, 面 且 , 同 胚 的 图 的 于 格 相等 。 

这 一 章 中 的 第 一 个 定理 提出 了 球面 多 画 体 的 欧 拉 特 征 方 程 ， 
V-E+F=2, W—itii, 一 个 多 面体 的 孝 格 * 是 需要 接 在 球面 
上 的 环 柄 的 数 只 ， 凡 下 使 得 所 形成 的 曲面 成 为 一 个 含有 这 个 多 面 
RAAR, EM 11.1 已 经 在 一 个 也 由 欧 拉 得 到 的 结果 中 被 推广 
到 有 任意 气 格 的 多 面体 。 证 明 可 见 库 兰 特 (Courant) 和 罗 宾 斯 
(Robbins) [CRI], 

ERII 对 于 一 个 号 格 为 ”及 个 顶点 ， 召 条 边 和 也 
个 面 的 多 面体 ， 

V—-B+F=2-2y, (11.4) 

SEPA BEEP TE Dp BR PR SAREE BS A 
那 一 半 时 是 特别 有 用 的 。 不 难 导 出 的 这 个 定理 的 一 些 系 ,它们 用 
起 来 往往 更 加 方便 。 

RIIA) 若 避 是 有 亏 格 Y 的 一 个 连带 图 , 其 中 每 个 面 是 
一 个 三 角形 , 则 


g=3(p—2+2y); (11.5) 
当 每 个 面 是 一 个 四 边 形 时 ， 
g—2(p—2+27)。 011.6) 
如 在 (BHD) 中 所 到, 从 这 向 个 方程 舌 易 验证 一 个 图 的 亏 客 有 
TIER 
系 11.17(b) AEG R-P HSH 7 的 连通 图 , 则 
wh a- 4 o- 1.7) 
BOWS AW, 则 
vete-he-, 4.8) 


求 完 全 国 的 气 格 曾经 是 一 个 长 期 的 , 有 趣 的 , 困难 的 和 成 功 的 
努力 。 在 它 的 对 侦 形 式 下 , 作为 希 伍 德 狂想 , 从 1890 年 到 1967 年 
* STREDNA EANES] 
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一 直 没 有 被 证 明 。 我 们 在 下 一 章 中 再 回 到 问题 的 这 个 方面 来 。 对 
于 这 个 结果 有 许多 人 作出 了 贡献 ， 而 完全 解决 了 这 个 问题 的 最 后 
THLE ela DR A AR A (Youngs) [RY1] 进 行 的 。 
定理 11.18 对 于 每 一 个 正 整数 2 CABS 
-f -D-8 
(Ks) =R, (41.9) 


方程 (11.9) 的 较 容易 的 一 半 的 证 明 属于 希 伍 德 A3]. “EA 
当 于 将 EK) RATEL, A 


repat?) 30D aea, 


和子 是 ,因为 每 一 个 图 的 亏 格 是 一 个 整数 , 所 以 
HK) of PED 1, 


SEER PIAA y(Ky) 的 上 界 ,只 能 用 给 出 在 一 个 有 指定 
的 亏 格 的 可 定向 的 曲面 上 下 的 一 种 典 入 米 完成 。 当 芝 伍 德 在 
1890 年 开始 表述 这 个 猜想 时 , 他 证 明了 YCK7) = 1, w 11.17 
的 媒 入 所 示 , 它 三 角 济 分 了 圆 环 面 。 

RAE (Heffter) 在 1891 年 对 2 一 8 到 取证 明了 (1.9)。 直 
到 1952 年 , 才 由 林 格 尔 对 Zz 一 13 作出 了 证 明 。 这 时 , 由 问题 的 形 
RRAN, 比较 自然 的 是 一 次 去 解决 模 12 的 一 个 镜 余 类 。 记 4 一 
1284r, ARR CHL [R10]) 在 1954 年 对 了 = 二 的 所 有 完全 图 Ke 
证 明了 (11.9)。 在 1961~65 年 , 林 客 尔 将 这 个 结果 推广 到 ”=7， 
10 和 3。 同时 ， 杨 斯 [TY1] 和 他 的 同事 格 斯 了 (Gustin)， 台 里 
(Terry) 和 威 尔 基 (Welch) 解 决 了 情形 7 一 4, 0, 1, 9, 6。 在 1967 
一 68 年 , 林 格 尔 和 杨 斯 [RY+, 们 一 起 工作 完成 了 对 ?一 2,8, 11 的 
Ky MRA, 对 孤立 的 情形 Pp 一 18、29 和 28, 由 这 些 方法 仍 
旧 不 能 证 明 。 这 个 证 明 由 永 特 派 列 尔 (Montpellier) 大 学 的 一 个 名 
WH AS A E (Joan Mayer) 的 法 国文 学 教授 完成 了 。 AX p ANI 
EMURAT Ko 见 [M6] 。 

对 二 完全 双 图 ， 相 应 的 结果 不 如 此 复杂 ， 而 由 林 梧 尔 单独 得 
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到 。 当 应 用 不 等 式 (1.8) 于 图 下。 时 ,我 们 有 
Kn) > tanh (mpna) = ODOR, 


BPR Keon 的 一 个 适当 的 媒 入 [R12] 来 证 明 。 
定理 霸 .19 完全 双 图 的 亏 格 为 


(Ena {eee 2), (14.10) 


Fe RH i oh [R18] 和 拜 内 克 和 哈 拉 里 [BH3] 导出 。 
WH, RMA p= 2 Al gn, 故 由 GT.8)， 
yQ) 21+ (n—4) 205" 
就 证 明了 下 一 个 方程 的 较 容易 的 一 半 。 
定理 11.20 RIT 
yA =1+ (n—-4) 2", (11.11) 
现在 我 们 谈 一 些 关 于 亏 格 的 更 一 般 的 想法 。 正 象 定 理 11.2 
所 推 新 , 巴特 尔 , 险 科 达 马 各 杨 斯 在 [BHKY 中 证 明了 ,一 
个 图 的 亏 格 只 依赖 于 它 的 块 的 亏 格 。 
1121 NE GHR Bs, Bo o, Bu W 


x(G) -$B o (11.12) 


Pepe AGS [HK1] MAE TANER. 记得 从 定理 
5.8 知道 ,一 个 图 的 两 个 %- 支 至 多 有 m 个 公共 点 。 
定理 11. 跑 令 一 个 “连通 图 GG 是 两 个 (w 十 1)- 支 B 和 0 
的 并 , Ses, +) 是 BACT 的 点 的 集 。 将 线 way 加 入 G， 称 得 
到 的 图 为 Guo #4 1Si<j<n 时, yG) =y, 则 
y(@ =7(B)+7(C) tale (11.13) 
我 们 在 定理 11.11 中 已 经 看 到 ， 每 一 个 有 9 个 点 的 可 平面 图 
的 补 图 是 不 可 平 而 的 。 将 一 个 图 从 的 厚度 OG) 定义 为 其 并 等 于 
G 的 可 于 面子 向 的 最 少数 目 ， 则 定理 LLL 可 叙述 为 OCK6) > 2, 
实际 上 ，K 的 厚度 等 于 3。 但 Ks 在 厚度 方面 是 临界 的 ,内海 
as tiefe PINTORE, —#E 


5. GAIA MERS 188 
8CKs 一 2) 二 2。 所 以 对 Pp 一 5 到 8, OK) =2, BRIG =1 当 
且 仅 当 他 是 可 平面 的 - 因为 一 个 最 大 可 平 商 图 有 有 9 一 37 一 6 RR, 
这 样 可 以 得 到 对 任何 一 个 (p，9) 图 的 厚度 日 太一 个 界 ， 


b> Be Be (11.14) 


这 个 结果 对 于 作出 关于 厚度 的 狂想 和 证 明 较 容易 的 一 半 时 是 
有 用 的 。 

完全 图 的 厚度 在 [BH5] 和 和 拜 内 克 [B6] 中 探讨 。 应 用 (11.14》 
于 Ky, 我 们 得 到 


OK ,) = EPR 1/2 


3(p—2) ° 
应 用 一 些 代 数 变 化 , 我 们 得 到 ， 


50>[2020 p= [2 


11.23 4 pH4 (mods) 时 ,除了 2 一 9% 完全 图 的 厚度 等 


于 
HE) = [于 (41.15) 

当 p=4(mod6) 时 ,方程 (11.10) ANRE, 有 时 不 成 立 。 对 
O(Kyq) 8e [IE], (em A Hobbs) AUN FHA Grossman) 
[HCI] 作出 了 分 Ka [2 | 个 可 平面 子 图 的 分 解 。 TOES 


克 [B6] 证 明了 0CKw) B= [29], Rea, RARO) 


BUT ARE, WINEN OK es) 一 6 A OK) -To E ps5 Hy 
值 中 ,只 对 于 p 一 16, (Ky) 还 不 知道 ,而 狂想 是 9(K16) 4". XY 
FHA p>, (11.15) 成 立 。 

完全 双 图 的 序 度 让 [BM1] 和 拜 内 克 [B7] 中 得 到 研究 。 

定理 11. 跑 ”完全 双 图 的 尺度 等 于 


* AR OME, 6(Kis)—3. M J. Combinatorial Theory, B, 13 (1972), 
Tis — iE 
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Te etree (11.16) 
但 可 能 除了 m<n, mm AES REAMER k, n= [2k 
《mw 一 只/(m 一 28)] 时 除外 。 
RIAA) Kuna IE n+ 5)/41, 
对 于 方 体 的 相应 问题 出 克 莱 纳 特 (Kleinert) [K8] 所 解决 。 
EB VARREST 


sof aran 


P. 厄 尔 多 斯 (口头 告知 ) 当 他 试图 叙述 厚度 的 概念 时 犯 了 一 个 
偶然 的 错误 。 他 用 含 在 一 个 给 定 的 图 G 内 线 不 相交 的 不 可 平 而 了 
从 的 最 多 数目 这 种 讲法 首先 定义 了 粒度 (GD 。 于 是 , 厚度 和 糖度 
都 包含 了 在 第 九 浊 的 意义 下 将 一 个 图 因子 分 解 为 生成 子 图 (分别 
为 可 平面 的 和 不 可 平 而 的 ) 的 构造 。 对 于 完全 图 的 糙 度 的 公式 不 
象 对 其 他 拓扑 不 变量 的 公式 那样 简洁 。 原因 是 Kes 从 而 还 有 它 
的 同 胚 象 对 于 糖度 的 构造 是 一 种 域 方便 的 子 疼 。 这 就 说 明了 下 述 
ATR Guy) AFAR [GBI] 的 结果 取 这 种 形式 的 理由 。 图 
11.19 Hp AT HE Kio 内 的 四 个 线 不 相交 的 Kas HAR, 

定理 基 . 中 ”完全 图 的 烽 度 由 下 式 给 出 ， 


(3) (p=8n<I6), 


BEG (p= 8n>80), 
z. 《2 一 3 十 1>z19 和 (11-18) 
ze 人 Jefa] ran 


(Kens) ~(3)+{ Hath), 


ECK an) 一 


15 
EKo (AAA iy (11.18) 精确 地 知道 , 或 者 取 表 全 .I 
中 给 出 的 外 ; 或 者 比 表 中 给 出 的 值 天 1 见 [GB1]。 
对 于 完 爹 双 图 的 糖度 ， 拜 内 克 和 部 伊 [BG1] 的 结果 是 不 完全 
Wl BGS Ie. 


5. SRE WIZE lL 


HW 19 Ko MPAA CGF 
RU EK) WHE 


(Qr2+13n42)/8 


ERIA 完全 双 图 K mn WRR E 

EKamond rtmin( [各] [3], 

Iy d0 RIM e0 R, 
|, 4 rel 时 。 


ECE artas) -reti 
r 


<rs+min (| 


ea a 


E rts cosa) >rs+max (| =], min ([Z], 5] 
Y r>2, s>7, 


(1.19) 
《这 两 个 式 子 当 re 2s 时 相等 ) 。 
<rs+min 5], Pers, Pd 小 


ECK aran, 30+9) 
> [HJ mises 
-AE GH RG) 是 当 将 G 画 在 平西 上 时 粗 交 的 边 对 的 
最 少数 日 。 显 然 , (GD 一 0 当 且 仅 当 母 是 可 平面 的 。 又 数 的 精确 
值 对 于 这 三 族 图 的 任何 一 族 者 没有 得 到 ; 仅仅 是 其 确 地 建立 了 上 
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界 。 营 遍 的 儿 想 是 (11.20) 和 (11.21) 中 的 界 吓 精确 的 。 有 几 个 作 
者 错误 地 认为 他 们 已 经 证 明了 等 式 。 详 见 郭 仇 [G12] 、 

式 


定理 11.28 完 个 图 的 丸 数 满足 不 
neos HR [2 i 


定理 入 .中 ”完全 双 图 的 又 数 满足 不 等 式 
Ead [Ey aed), (11.24) 
T. BPS Gaaty) HE HF 1.20) FF p<10 是 一 个 等 式 ,而 了 
HHS (Flertman) EW T L.A a m<6 是 一 个 等 式 。 这 
是 (Ky) 和 oK ad 中 已 经 知道 的 仅 有 的 几 个 值 。 对 二 方 体 
蓉 至 还 没有 人 狂乱 过 > 等 于 什么 。 


习题 
1.1 车 一 个 (Pi BIAC WAM, m0 
Prt ga=Pot dro 
1.2 ANF HE ARAB AG EY E WR 
11.3 一 个 g>6 的 3 连通 网 大 可 平面 的 当 且 仅 当 没有 辐 胚 
于 Kss 的 子 图 。 D. W. EAR (Tall) [9H6]) 
“114 a e EE ( 托 特 [16]) 
1.5 每 一 个 5 连通 可 平面 图 至 少 有 12 个 点 。 构造 一 个 这 
FEOF, 
11.6 没有 6 连通 可 平 而 图 。 
*11.7 车 芷 是 一 个 最 大 于 还 图 ， 其 中 每 一 个 三 角形 是 一 个 区 
FROG FE, TN G de TAY o GEJE EW12]) 
1.8 PER TRAD FHA RY 
CERE [W12]) 
11.9 46 MEY RENSORDRA BERBER, N G 
是 可 平面 的 。 (R. L. A FETE (Brooks), O. A. B. hEN 
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(Smith), A. H. {ii (Stono) Al W. T. 托 特 ) 
11.10 ERTA YT NA PE K R Kas 
为 一 个 收缩 。 
11.11 证 明 或 否定 ， 一 个 图 是 可 平面 的 当 甩 仅 当 典 不 小 于 
8 的 点 的 数 日 至 多 为 6 的 每 个 子 网 同 胜 于 天 :十 Ps 的 一 个 子 图 。 
1112 EMBER. 一 个 平面 图 的 有 它 的 各 个 内 部 面 组 成 的 
轿 基 总 是 从 一 个 树 得 来 EVIR) 
*11.18 每 一 个 3- 连 通 订 平面 图 有 一 个 最 大 度 等 于 3 的 生成 
树 。 ( 巴 尼 特 [33])》 
11.14 一 个 平面 图 是 2- 连 道 的 当 且 仅 当 它 背 几何 对 偶 是 2 
连通 的 - 
11.15 所 有 的 轮 形 赂 是 自 对 侦 的 。 
11.16 一 个 连通 图 如 的 平方 是 外 可 举 面 的 当 且 仅 当 如 是 
下 ;或 一 条 道路 。 
11.17 下 列 陈 述 是 等 价 的 : 
CQ) RA LG) 是 外 可 平面 的 。 
(D RAE AG) <3 量 每 一 个 度 等 于 3 的 点 是 一 个 制 点 。 
G) 全 图 了 (GD) 是 可 平面 的 。 
( 夏 特 斯, 盖 勒 和 赫 德 尼 米 [CGH2], NIL [B4] 
11.18 一 个 向 G 的 平方 是 可 平面 的 当 及 仅 当 4G) <3, f 
PES SEPA, BG WAH 3AA ER A 
AAR, ARE, 卡 普 (Karp) 和 托 特 [HKT11) 
11.19 一 个 图 的 线 图 是 可 平面 的 当 上 县 仅 当 如 是 可 平面 的 ， 
AG <4, 是 每 一 个 度 等 于 4 的 点 臣 一 个 基点 。 
(EIJE i (Sedláček) "610]) 
11.20 RPA SH MRR, 
11.21 TEARS AAS PE ff vy = 1 OMT 
Ro, Ga 是 可 平面 的 。 
每 一 个 可 平 画 图 的 莫 度 对 多 等 于 3。 构造 一 个 防 度 等 
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11.23 每 一 个 图 同 胚 一 个 荫 氏 等 于 工 或 2 从 而 厚度 也 是 工 
或 2 的 图 。 

11.24 GWE RENT BATRA RBS RR 
DA. RE FF AH es BBE: 

a) Ky, D Kaw 0) Qao CA. 科 捷 格 》 

11.25 车 日 是 外 可 平面 的 且 没 有 三 角形 , 则 

g< (3p—4)/2, 

11.26 # G 是 一 个 图 ， 使 对 于 任何 两 个 点 至 多 有 二 条 长 度 
大 于 的 点 不 相交 的 道路 联结 它们 , 则 

a) GAM FMA, 

b) g2p—3, 

0) 车 他 是 不 可 分 的 且 p>, WARMTH, 

Gif Wang) ['T2]) 
11.27 将 方 体 @ RAB 
11.28 任何 一 个 图 长 为 了 的 图 G WSBT 


7> 引 人 -3)o-(p-9]。 


HPL AUN (BH) 
“11.28 VEn) he (a. HAR) 
11.30 2 Gi Fi Ga BRM, WEG) =E) Hv(G) = 


v (Ge) 。 
11.81 Kn, 中 线 不 相交 的 下， 于 耳 的 最 多 数 日 是 
ma (Cai D. 
TEMJAM n 
EKSi] Gama) 


第 1 二 章 可 着 色 性 


» THERE CT GE 


BREA, Me ha 
Et, MORTEM ET TILE 
也 完全 一 样 ， 这 就 是 为 什么 他 们 要 
给 每 一 个 图 家 着 一 种 不 辐 的 颜色 。 
EB RRS Rede) 


PU 48 (4 Color Oonjeetare， 简 记 为 400) HA Wee my 
“由 色 病 "了 。 因 为 它 真象 个 传染 病 一 样 。 它 很 容易 传染 。 有 时 臣 
良性 的 ， 有 了 时 却 基 恶性 或 慢性 的 。 还 没有 发 明 一 种 预防 针 可 对 付 
这 种 ; 一 个 人 的 体格 如 果 足 够 强壮 , 那 末 稍为 一 鳄 染 就 可 以 有 
终身 免疫 力 。 它 会 反复 发 作 , 虽然 还 没有 致死 的 记录 ,但 已 经 知道 
它 会 使 人 痛苦 非 几 。 这 种 病 至 少 已 经 观察 到 一 次 它 从 父亲 转移 到 
TULF, 所 以 它 也 许 是 会 遗传 的 。 

就 足 这 个 问题 促成 了 图 的 可 着 色 性 的 一 些 结 果 ， 这 些 结果 反 
过 来 又 导 致 了 对 疼 论 的 另外 一 些 领 域 的 探讨 。 本 章 讲 清 了 一 个 图 
的 善 名 和 色 数 以 后 ， 就 为 五 色 定 再 的 证 明和 四 色 猜 想 的 讨论 作 好 
了 准备 。 然 后 我 们 引入 唯一 可 着 色 图 和 临界 图 。 叭 一 可 着 色 图 是 
只 能 以 一 种 方式 着 色 的 图 而 临界 图 在 着 色 这 方面 是 极 小 的 。 在 本 
章 中 还 同 态 与 着 色 之 问 的 密切 关系 ， 最 后 以 研究 色 多 项 式 
的 性 项 作为 结束 。 
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1. 色 数 


图 的 一 个 着 色 是 对 它 的 每 一 个 点 指定 一 种 颜色 ， 使 得 没有 两 
个 邻接 的 点 有 辣 -* 种 颜色 。 具 有 任何 一 种 烛 辐 的 颜色 芍 所 有 的 点 
的 集 是 独立 的 , IFLA Bi, AG An EER nk 
颜色 的 一 个 着 色 ; 按照 这 种 着 色 将 六 划分 为 个 位 组 色 数 x (@) 
定义 为 使 得 G 有 一 个 和 着色 的 最 小 的 数目 mn。 车 XGAsm AE 
称 为 mw- 可 着 色 的 ; 车 xan, 称 为 m 包 的 。 

因为 他 显然 有 一 个 产 着色 和 一 个 x(@)- 着 色 ， 所 昼 当 x( 的 
<n<p 时 它 一 定 有 一 个 %- 着 色 。 图 12.1 中 的 图 是 2 色 的 , 对 于 
n=? 3, 4 的 m%- 省 色 都 已 经 画 出 , 其 中 用 正 整 数 来 记 颜 色 。 


3 2 2 3 2 3 
7 H H H 
1 2 3 t 3 2 

@ 


tb) @ 
M21 一 个 图 的 三 种 着 色 。 


荣 些 热 悉 的 图 的 色 数 比较 容易 决定 , Wx (Ky) =p, (Kpa) 
=p—1, x(Ky) =1, z(K ms) —2, (Or) 一 2 (Om) =3, 对 于 
任何 一 个 非 平凡 树 了 ,x (T) 一 2。 

显然 ， 一 个 图 是 工 色 的 当 上 且 仅 当 它 是 全 不 连通 的 。 科 尼 希 
[K10, p. 170) 给 出 了 可 双色 的 (2- 可 着 色 ) 图 的 一 个 特征 ,这 就 是 
定理 2.4 中 所 说 的 。 

定理 现 .1 一 个 图 县 可 双色 的 当 且 仅 当 它 没有 奇峰 。 

对 m 之 3 提供 可 着 色 图 的 特征 似乎 还 解决 不 了 ， 因 为 甚至 
7 一 8 的 这 种 判定 准则 也 将 有 助 于 解决 400。 还 不 知道 用 什么 方 
便 的 办 法 来 求 一 个 图 的 色 数 ， 然 而 已 经 知道 玫 个 用 其 他 不 变量 来 
RR O 的 界 。 一 个 显然 的 下 办 是 G 的 一 个 最 大 的 完全 子 图 
中 的 点 的 数 自 。 我 们 现在 考虑 上 界 。 其 中 第 一 个 属于 杰克 斯 和 威 
3B (SW1], 
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定理 现 .2 对 于 任何 一 个 图 经 ， 
WG) <1+maxd(G), (12.1) 
FOP Bt G SPA SHG R 
GER] 这 个 结果 对 于 全 不 连通 图 串 显 然 的 。 令 你 是 任意 一 
个 m 色 图 , m%>2。 令 吾 为 任何 一 全 最 小 的 导出 子 图 ,使 得 x2) 
-nrs TEA 吾 对 于 它 所 有 的 点 v BHE (H -u)=n-1. a 
得 deg v>n—-1, PRU 8(A)=n-1, 从 而 
n—1<8() <max 6(H') <maxd(@'), 
其 中 ， 第 一 个 极 大 对 TOAST H m, 第 二 个 极 大 对 如 
的 所 有 导出 了 图 全 取 。 工 式 草食 
XD naimar (Go 
Ra) 对 于 任何 一 个 图 G， 公 数 至 多 比 最 大 的 度 大 了 十 
H 
z<i+4, (42.2) 
然而 , 布鲁克 斯 [B16] 证 明了 这 个 界 常 常 还 可 以 改进 。 
定理 到 .8 FAG)~n, 则 G 是 %- 可 着 色 的 ,除了 
i) m 一 2 而 G A-PRE—T A, 或 
ii) ”>2 而 五 ora 是 台 的 一 个 支 。 
写 在 贝尔 热 [B12, p. 37) PRK [OB, p. 225] 中 的 一 个 下 界 
和 哈 拉 里 和 替 德 忆 米 [HHI] 的 一 个 上 界 中 包含 有 G 的 点 独立 数 
Bee 
定理 1]2.4 对 于 任何 一 个 图 GG， 
pl BoX<4<p— potle (12.3) 
ye 著 x《6)=n, WV af yw 1 分 成 "个 色 组 Pa Va, 
友 。 其 中 每 一 个 色 组 如 上 面 所 说 是 点 的 一 个 独立 集 。 若 Va 
=p, 则 每 一 个 Bo 所 以 p 一 了 Pi 所 WBo6 
BELLY, SS 为 含有 Bo 个 点 的 最 大 的 独立 集 。 BAR, 
ZKG 一 下 >X(G) 一 J。 因 为 G8 有 Bg 一 Bo 个 戌 ，x(G 一 8S) 志 p 一 
Boo Mr <z(G—-S8) +1<p—fo+1, 
SEB A AE 1) AEE, RE, 对 于 任何 一 
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SI Aai 


个 界 及 每 一 个 正 整数 nn 存在 一 个 图 G, 1 1 (O SARARKF n 

讨论 到 现在 ， 有 的 人 也 许 就 会 认为 色 数 很 大 的 所 有 的 图 都 有 
WKH, AAAS A, BRL, 迪 拉 克 [D7] 问 : 是否 存在 一 
TH, 它 没有 三 角形 但 有 任意 大 的 色 数 ? 这 个 问题 由 勃 兰 克 * 德 斯 
£ 2h" (Blanche Deseartos) [D3], RRAZ (Myciclski) [M19] 
和 季 可 夫 [2Z1] 独 立地 作 了 肯定 的 回答 。 他 们 的 结果 为 J.B. 凯利 
AL. M. 凯利 KKI] 所 推广 ， 他 们 证 明了 ,对 所 有 的 a> 有 一 
个 并 长 超过 5 的 % 色 图 。 同 一 篇 论 文中 , 他们 猜想 下 列 定理 , CA 
ILIRE R [E2] 用 粮 率 的 方法 证 明 , 以 后 , 由 洛 瓦斯 CL) 构造 
地 证 明了 。 

EELS YEWPEB RMA n, 存在 一 个 围 长 超过 加 的 
只 色 图 。 

z= =x(B) 是 划分 全 的 点 集 得 到 的 子 集 的 最 少数 目 ， 
而 局 得 每 一 个 闻 集 导出 人 的 一 个 完全 于 图 。 显 然 , HG) SAG). 
对 于 一 个 图 和 它 的 补 图 的 色 数 的 和 与 积 的 界 由 诺 德 豪 斯 和 加 德 姆 
(Gaddum) [NG1] #33], 

定理 12.6 对 于 任何 一 个 图 G，2z 和 区 的 和 与 积 满足 不 等 式 

2V P <r+7<p+1, (2.4) 


p< (Et) (12.8). 


GER] S622 6H, BAA Vu Va, 六 ,为 G 的 色 组 
其 中 Vi Spe MARE Sop 和 maxpep/n, BAB Vs 
em 他 的 一 个 完全 于 图 ， Tomas p>p/n, 所 以 >P. ANT 
正 数 的 几何 平均 值 不 超过 它们 的 算术 平均 值 ， 可 得 %+X>2 po 
这 就 建立 了 两 个 下 界 。 
为 证 明 r+ 7<ptl, RÜN p AAMS. 注意 当 2= 工 时 等 
ARM, 于 是 我 们 假定 对 所 有 有 2 一 上 个 点 的 图 G, (OHO 
<p。 令 吾 和 吾 为 有 汪 个 点 的 机 个 互补 的 图 ， 又 令 为 吾 的 一 


* 这 位 所 谓 “ 女 士 "实际 上 是 { 布 鲁 克 斯 , 史 富 斯 ,斯 通 , 托 特 } 的 一 个 非 空子 集 ; 这 
次 到 { 托 管 }。 
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AK, 则 = Ho fl = H—o BH p iNANO Bo 
令 9 在 百 中 的 度 为 必 WA o ez Ape p-d- BRA 
DSO 和 ZA) <7(@) +1, 

车 
WE) <4) 41 R ZEO, 

MDH Spotl, FERE zH) =G) +1 M707) = 
ZOL RAAH H 中 移 去 2 要 减少 色 数 , 但 移 去 就 得 到 
TG, 所 以 dG) 一 1。 类 似 地 ， 

p~d—1>7(0) —1; 
于 是 x《G) Z(G) <p 十 1。 疡 以 我 们 总 是 有 

x(H)+3(H)Sp+i, 
最 后 , 应 用 不 等 式 407 < (0-9), 可 见 

xB Lp+ /2 


2, 五 色 定理 


虽然 还 不 知道 是 不 是 所 有 的 可 平面 图 是 WRAY, ME, 
它们 肯定 是 太 可 着 色 的 。 这 一 节 中 , 我 们 将 提出 这 个 属于 希 伍德 
H38] 的 有 名 的 结果 的 一 个 证 明 。 

定理 12.7 每 一 个 可 平面 图 是 -JEA 

CER] 我 们 对 点 的 数目 2 进行 归纳 。 对 于 任何 一 个 有 ?< 
个 点 的 可 平面 图 ， 这 个 结果 可 以 平凡 地 得 到 ， 因 为 图 是 人 可 著 色 
的 。 


作为 归纳 法 的 假设 , 我 们 假定 所 有 有 Pp 个 点 的 可 平 区 图 , p> 
5， 是 5- 可 着 色 的 。 令 G 是 一 个 有 2 二 工 个 顶点 的 平面 图 。 RR 
11.1(e), G 含有 一 个 典 等 于 6 或 小 于 5 的 项 点。 由 假设 , FRA 
Go R S-AR ER 

考虑 用 一 种 办 法 指定 好 一 9 MMARI, WEA 5 
色 。 其 中 , 颜色 用 c; 米 记 , Ii, HAHAA, 例如 o, 确实 没 
有 用 于 邻接 于 2 的 顶点 的 着 色 , 则 将 o 指定 为 6; 就 产生 8 的 一 个 
所 着色。 


1500 eae 可 着 色 人 性 


留 下 来 要 考虑 的 情形 仅仅 是 dogv=5, WELEER 

的 给 与 9 邻接 的 顶点 车 色 。 必 要 时 置换 颜 
色 的 编号 ， 合 以 oo ca oo 04 和 os KE 
的 顶点 依 次 环绕 w 排列 。 现 在 将 与 9 48 
接 的 顶点 中 用 颜色 ax 闭 色 的 项 点 标 以 加 


es y 


e n 165( 见 图 12.2)。 
B22 ARMER 令 Ghs 记 9 一。 的 一 个 子 图 , 它 由 用 
下 的 一 步 。 ake KANAB, É oH uR 


于 Gs 的 不 同 的 支 , 则 在 Gas 的 含 o 的 支 中 交换 用 e Zi GMT 
HR a REUMAN Go 的 另外 一 个 5 着色。 但 是 ， 
在 这 个 于 洁 色 中 邻接 于 ?的 顶点 没有 一 个 用 驯 著 色 , 所 以 用 局 将 
oF GH G 的 一 个 所 洲 色 。 

另 一 方 而 , 若 v1 M o 属于 Gu 的 同一 个 支 , 则 在 人 中 存在 一 
Fm AF oa SUL, 它 的 所 有 的 顶点 都 用 cs BR os HA, A 
道路 与 道路 oov BHRI, EO o MEERN, 或 
者 同时 将 内 和 所 圈 在 它 里 面 。 在 任何 一 种 情形 下 ,不 存在 联结 vo 
A Uy 并 且 全 部 顶点 用 Co Ro 着 色 的 道路 。 从 而 , 如 果 我 们 令 Gas 
记 G-* 的 由 用 0s 或 G4 着 色 的 顶点 导出 的 子 图 ， 则 v4 和 ws 属于 
Gog 的 不 同 的 支 。 于 是 , 在 Gu 的 含有 va 的 支 中 交换 用 co FH CY 
顶点 与 用 os 着 色 的 顶点 的 颜色 , 导出 一 2 的 又 一 个 5- 着 色 ， 共 
中 没有 一 个 与 2 邻接 的 顶点 用 co 着 色 。 于 是 我 们 可 以 将 2 指定 为 
颜色 ca MER G A 5- A, 


3. 四 色 猜 想 * 

在 第 一 章 由 我 们 提 到 过 ， 因 为 试图 解决 400， 从 而 便 这 个 阿 
题 在 图 沦 中 起 了 催化 剂 的 作用 。 我 们 现在 对 这 个 声名 不 太 好 的 问 
题 按 岁 论 的 方式 米 进行 讨论 。 平 面 地 图 仔 的 一 个 着 色 基 好 好 的 每 
一 个 区 域 指定 一 种 颜色 ， 使 得 没有 两 个 邻 捞 的 区 域 被 指定 为 同一 
利 颜色 。 FUNG 有 一 种 用 ，” 种 或 更 少 的 颜色 的 着色 就 称 他 是 

* i} (p-5). 译 证 


3 me 15 
8- 可 着 色 的 。 RAR RRR ERRET- RR, 好 
每 一 个 平 而 地 图 是 生 可 兰 色 的 。 

四 色 猜 想 (400) 每 一 个 可 平面 图 是 十 可 着 色 的 。 

我 们 强调 指出 , 一 个 图 的 着 色 总 是 指 它 的 顶点 的 着色, 而 一 个 
地 图 的 着色 指 的 是 它 的 区 堪 的 着 色 ! 于 是 , 猪 想 每 一 个 平面 地 图 是 
4 可 着 公 的 事实 上 等 价 于 四 色 猜 想 的 这 种 说法 .为 了 证 明 这 一 点 ， 
假定 400 成 立 , 而 令 仓 为 任何 一 个 平 曾 地 图 。 令 "为 G 的 几何 
对 侦 的 基本 图 。 因为 G 的 两 个 区 域 是 邻接 的 当 且 仅 当 GF 的 对 应 
顶点 是 邻接 的 , 所以 由 图 人 Y 是 和 可 着 色 的 就 得 到 是 于 可 着 色 
的 。 

反之 ,假定 每 一 个 平 闸 地 图 是 4- 书 营 色 的 , 面 令 万 为 任何 一 
个 订 平 而 图 。 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 万 是 一 个 连通 的 半 面 图 。 今 
He TiO, FES 万 " 画 成 它 的 每 一 个 区 域 正好 阅 入 一 个 
AWG, ED 的 每 一 个 环 中 插 进 二 个 顶点 ,县 在 一 个 多 重 边 
的 集合 中 对 得 一 条 边 加 入 一 个 新 硕 点 ， 这 样 ， 连 通 的 平面 伪 图 
五 " 就 变 成 了 一 个 平面 图 H. H 的 4 可 着 色 性 现在 效仿 万 是 
和 可 着 色 的 。 这 就 完成 了 等 价 性 的 证 明 。 

如 果 400 一 县 证 明了 的 话 ， 这 个 结果 就 是 最 好 可 能 的 ， 因 为 
容易 给 出 和 色 可 平 而 图 的 例子 ,例如 Ky A WOLE 12.8) 


We 


12.83 两 个 4 BTM 


B Ka M We RA SANAE. ekke a 
个 定理 , 这 是 必要 的 。 

EIB 得 -个 只 放生 个 以 下 二 角形 的 可 平面 图 灶 3 -可 
BGI, 


12 he Hh 

ay HSE AY LAER EY BH RE RR EH TG AG Grötzseh G3] 

系 现 .8(a) 每 一 个 没有 三 角形 的 可 平面 图 是 3- 可 着 色 的 。 

任何 一 个 需要 5 种 颜色 着 色 的 平面 地 图 一 定 含有 大 恕 的 区 
DR, By A AIA BE AR [OSL] 证 明了 所 有 直到 有 839 个 区 域 的 平 
EUERE 4- 可 着 色 的 。 这 个 结果 比 同 类 型 的 较 旱 的 结果 增加 了 
AP RI, SAMEERA OR, RARER 
到 ， 尝 试用 平面 地 图 的 形式 来 证 明 400 可 以 限于 平面 地 图 的 一 个 
特殊 族 。 

定理 下 .9 ”四 色 和 猜想 成 立 当 且 仪 当 每 一 个 三 次 的 无 桥 的 平 
EAE Ae 

[证 明 ] 我 们 已 经 说 过 ， 每 一 个 平面 地 图 是 4 可 着 色 的 当 且 
仅 当 400 成 立 。 这 也 等 价 于 说 : PR PP A 
色 的 ， 因 为 等 同一 条 桥 的 丁 个 端 硕 点 的 初等 收缩 不 影响 地 图 中 区 
域 的 数目 , 也 不 影响 任何 两 个 区 域 的 邻接 性 。 

若 每 一 个 无 桥 的 平面 地 图 弟 4 可 着 色 的 ,项 当然 每 一 个 三 次 
的 无 桥 的 平面 地 图 是 4- 可 著 色 的 。 为 了 验证 它 的 逆 命 题 , 令 G 是 
一 个 无 桥 的 平面 上 图 ， 且 假定 所 有 三 次 的 无 桥 的 平面 旧 图 是 4 可 
着 色 的 。 因 为 G 是 无 桥 的 ,所 以 它 没 有 端 顶点 。 若 好 含 有 一 个 度 
为 2 的 顶点 多 它 关 联 于 边 g 和 >。 我 们 细 分 4 Ale, 分 别 记 细 分 
的 顶点 为 各。 我 们 现在 移 去 ww Hu SH Kie HAE 
于 2 的 顶点 等 间 ， 将 2 与 如 4 一 2 的 另 一 个 度 等 于 2 的 项 ily 
注意 每 一 个 新 加 入 的 硕 态 的 度 等 寺 3 ( 见 图 12.4), HERA 
个 顶点 t ERE a4, PRP t, to, a, CURIE 
BEY woo REMI- -A v4 产生 一 个 新 项 点 办 。 然 后, RUBE 
to 县 如 入 新 的 过 Cs, Vata, en Ona DaVio FEMA E — 
个 顶点 的 度 也 等 于 

4G 记得 到 的 无 桥 的 三 次 平面 地 图 , CREE Oe A 


1AM RS A AEM 


VRE A HY 


Fined Hp 


$8. 四 和 色 猜 想 1 部 
W, MEX G AE degre W TUR o, 我们 等 同 所 有 在 构 
成 G Rte RMAWG A, RAE A E, TH, oe 有 一 
个 给 定 的 4 BE, 上 述 从 G' HG 的 收纳 导出 人 的 一 个 n At, 
mad, UES 


另 - 个 有 趣 的 等 价 命题 是 惠 特 尼 WE] 证 明 的 。 


转换 个 
tena . 
deg ier 也 + z = 
© lea 
deg co—n24 
ENT 
六 > 


图 起. HAE KE 


EERI A A RP Mi 
是 4 可 着 色 的 。 

四 色 猪 想 有 对 区 城 着 色 的 等 价 命题 , 同样 , 它 记 右 一 个 对 线 关 
色 的 等 价 命题 。 

图 恕 的 一 个 线 着 色 是 对 它 的 每 - -条 线 指定 一 种 颜色 , 使 得 没 
有 两 条 邻接 指定 为 相同 的 颜色 。G 的 一 个 六 BH Ee HEIN 
TH n HIMEK GPE RER (GFA ET 
A-SI RA n 立即 得 到 , 对 十 任何 一 个 非 爹 不 连 
WHG, x(G) = TG) 对 于 线 色 数 的 网 个 精密 的 演出 维 潮 


vhroniit’s index) 


164 第 十 一 章 可 舌 色 性 
[VARA 
ERII 对 于 任何 一 个 图 G, 线 色 数 满足 不 等 式 ， 
dx S441, (12.6) 
在 网 12.5 中 说 时 了 x(G) MOBI TTR, 一般 地 还 不 知道 
对 于 怎 群 的 图 有 x'=4。 


Na i Pes) 
12.5 线 色 数 的 两 个 值 。 

EER VEN HRY ARISE = w 
TERG, 2(@)=3, 

[征明 1 我们 已 经 在 定理 12.9 HEN, 400 等 价 于 说 每 一 
个 三 次 的 无 桥 的 平面 地 期 是 生 训 着 色 的 。 我 们 现在 证 明 , 一 个 三 
次 的 无 桥 的 平面 地 图 G 是 生 可 着 双 的 当 且 仅 当 (G) 一 3。 

首先 , 我 们 败 定 他 是 一 个 无 拟 的 三 次 平面 地 图 ， 它 是 ae 
色 的 。 不 失 一 般 性 , RUG 是 连通 的 。 TERRE, 它 是 一 个 
AFEEF RIDERR F 的 元 素 为 色 集 ,也 
TERRE het y= ko 和 和 十 向 一 加， 面 ko 是 单位 元 素 。 

令 有 地 图 G 的 一 个 给 定 的 生 着 色 。 我 们 规定 一 条 边 的 颜色 
等 于 关联 于 这 条 边 的 商 个 不 同 的 区 域 前 颜色 的 和 。 现 在 立即 可 以 
TD), QU Us, Be, hs} 的 元 求 着 色 ， 而 且 没 有 两 条 邻接 的 边 指 
NMA WBE, TH x (G) 一 3。 


* 一 个 英语 的 证 明 可 见 奥 尔 [O7, p. 248], 
TA FEE LURE EIA {Ko, hr, ha, ko 为 元 素 的 交换 群 , 它 约 想法 表 如 下 、 
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上 反之, 令 终 是 一 个 无 桥 的 三 次 平面 网 ，X(G) =3。 用 环 的 三 
PARRA BWR, 选 其 个 区 城 为 Bo， 且 指定 它 的 颜色 为 ho。 
对 于 鲜 的 任何 一 个 其 余 前 区 域 R, 我 们 按 下 面 的 办 法 给 它 指定 一 
种 颜色 。 令 C 为 平面 上 联结 R 的 内 部 和 尽 的 内 部 且 不 通过 G 的 
任何 一 个 顶点 * 的 任意 一 条 曲线 。 于 是 我 们 规定 玉 的 颜色 为 与 O 
相交 的 边 的 颜色 的 和 。 

这 样 规定 区 域 的 颜色 尾 合 理 的 ,因为 与 任何 不 通过 @ 的 顶点 
的 简单 佬 山 线 相交 前 边 的 颜色 的 和 大 Koo 令 & 是 这 样 的 一 条 此 线 ， 
又 令 Oy co +, 6n 是 与 S 相交 的 边 的 颜色 。 ILS, Sy, da, …， 
dm RES ABM WINES, 注意 若 用 ofo) 记 3 条 关联 于 一 个 项 
点 的 边 的 颜色 的 和 , 则 eCo) = koo MIT, 对 所 有 在 S 前 内 部 的 项 
Ae, 了 e(o) 一 加。 另 一 方面 ,因为 丸 的 每 一 个 元 素 是 自 逆 的 ， 我 
们 也 有 ， 

Bo) ea-beahe pout 2 (dat dat dm) 
一 人 十 0 十 十 cno 

于 是 oa 十 ee 十 … 十 o 一 各。 现在 , 可 以 按 通 常 的 办 法 证 明 这 样 就 构 
成 对 的 各 个 区 域 的 一 个 4 着 色 。 证 毕 。 

因为 由 一 个 w EENE @ 的 一 个 mw- 线 着 色 得 到 的 每 一 个 
线 色 组 证 一 个 1- 央 子 ,上述 结 果 导 出 四 多 猜想 的 另外 一 个 等 价 命 
题 。 

系 12.12(a) 四 色 猜 想 成 立 当 且 仅 当 每 一 个 无 桥 的 三 次 可 
平面 网 是 A ATAR 

定型 12.12 已 经 被 用 因子 分 解 的 说 法 予以 推广 ( 见 奥 尔 [07， 
p. 103), 

定理 12.13 一 个 连通 的 平面 ** 地 图 全 4 可 着 色 的 一 个 必要 
BEDZIE: a 是 三 个 子 图 G, G, Ga 之 和 ， 使 得 对 每 一 个 点 
v, 每 一 个 OA 中 关联 于 "的 线 的 数目 都 是 偶数 或 都 是 奇数 。 

虽然 400 已 经 为 许多 人 知道 , 但 是 另外 还 有 几 个 关于 着 色 的 
Fe Bak (point) 3 
AW phan (Je, PRE 


156 第 二 一带 可 着色 性 
猜想 ,其 中 最 有 意思 的 一 个 与 收缩 有 关 , VB TE (Had- 
wiger) "H1]。 

CERERE EAER n AUAA Ka 

FRAR, PAE ACC 有 关 。 已 经 知道 ， 哈 德 维 格 尔 猜 
想 对 于 ms<4 成 立 ， 这 是 迪 拉 克 [D 引 的 一 个 结果 。 对 于 wm 一 5 K 
个 猜想 说 : 每 一 个 5 色 图 可 以 收缩 到 Kso MENILI 每 一 个 
这 种 图 们 一 定 是 不 可 平面 的 。 于 是 , 哈 德 维 格 尔 猜想 在 % 一 5 时 获 
含 40。 它 的 道 命 题 由 瓦格纳 [W3] 记 建立 。 

FESR 12.14 了 哈 德 维 格 尔 猜 想 在 % 一 5 时 等 价 于 四 色 猜 想 。 


4. 希 伍德 地 图 着 色 定理 


令 5 ETHET RT Ehm, PE S ENE 
AnA Sa GEM, WE LS.) TATRA Sa WD 
有 图 的 色 数 中 最 大 的 一 个 。 归 而 So 就 是 款 画 ,有 求 XC50) 的 问题 我 
们 已 经 过 到 过 几 次 。 HEHH: (S) =4 而 我 们 当然 只 知道 
《由 定理 12.7) (So) tR 5, 

对 于 圆 环 面 , 希 伍德 [了 38] 可 以 证 明 2 (Si) = Te 不 等 式 x《81) 
之 7 如 下 得 到 , 可 以 将 Ke RAW, KERR 1.17 中 了 。 
等 式 x81) 一 7 是 这 样 得 到 的 ， 希 伍德 还 可 以 证 明 (USP E E 
12.15 的 证 明 ), 避 格 % 为 正 数 的 可 定向 的 蝎 闸 的 色 狂 育 一 个 上 界 


2], 20 (2.7) 


对 于 m=1, RIH EDT, PR zn) =T 

希 伍德 曾经 发 塌 了 肯 普 对 由 色 猜 想 的 “证明 ”中 的 错误 ， 但 是 
他 自己 也 并 不 总 不 犯错 误 的 。 他 相信 他 已 经 证 明了 他 的 公式 中 的 
等 号 。 但 是 仅仅 过 了 一 年, AR (Hefffer) [H40] 就 指 昌 丁 希 伍 
德 拘 论证 中 草 忽 的 几 个 错误 ,所 以 只 能 得 到 不 等 式 (12,7)。 赫 天 
WERT, 对 于 0<ms6， 等 式 确实 成 立 。 逐渐 ， 在 希 伍德 公式 中 
等 式 成 立 这 件 事 成 为 希 伍 特地 图 闭 色 落 想 。 我 们 现在 证 肖 ， 当 林 
Rs ATE T (Ka) = (p38) (p—4) 12}, EMEN TREA 


4. 项 信德 地 图 着 色 定 再 187 
11.18 以 后 ,他 们 就 解决 了 这 个 猜想 。 
定理 8.15( 希 伍德 地 图 着 色 定理 ) NEE PERK, F 
格 等 于 中 的 可 定向 册 而 的 色 数 由 下 式 给 出 ， 
18 = [YE], 0 28) 
DEWI 我 们 先 证 不 等 式 (12.7)。 令 G -APURA Sa R 
(P, 和 图 。 我 们 可 以 假定 是 一 个 三 角 剖 分 , 因为 任何 一 个 图 可 
以 加 入 一 些 边 亩 扩张 为 有 相 回 的 亏 格 的 一 个 三 角 剖 分 而 不 减少 
Zo 车 &@ 是 G 的 顶点 的 度 的 平均 值 , 则 pg 和 7 (KRHKE) 由 
下 列 方 穆 相 联系 ， 


mp=2g=3r。 (12.9) 
RE ALT, WD IR, LAN RECA), RASS, 
d=12(n—1)/p+6, (12.10) 
DA despi, 这 就 给 出 不等式 
p-1212(n-1)/p+ 6, (12,11) 
解 出 p, 取 正 根 ,我 们 得 到 
p> [|]. (12.12) 


R An) 为 (12.8) 的 右边 。 我 们 必须 证 明 用 Ha) 种 颜色 来 
HOG WHA EAT. BR, He Ain), RORARES 
WHE. TW, Pha), RIIA H) 代 (2.10) 中 的 p 得 
到 不 等 式 

d<12m~— D/H +6=A(m)—-1, (42.13) 
为 了 得 到 后 面 的 等 式 只 要 进行 通常 的 代数 变换 。 于 是 , 4 p> Hn 
H, 有 一 个 俐 点 % 它 的 度 至 多 等 于 吾 《w) 一 2。( 用 一 个 初等 收缩 ) 等 
同 ” 乔 它 的 任何 一 个 邻接 的 顶点 得 到 一 个 新 疼 @。 车 Pp 一 1 一 
HO), WE TAN Ao) 种 颜色 车 色 。 Ep >H a), BS bie 
的 论证 ， 最 后 总 会 得 到 一 个 HO) WHER, 于 是 容易 看 出 , 这 
ME BO) FOP) 种 颜色 的 着 


Fil 
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4, UEXHE, DIL G RYE 末 (m- 可 着 色 的 。 

定理 的 另外 一 半 , 其 证 明 是 困难 的 。 但 是 林 格 尔 和 杨 斯 已 经 
PETIA, FES K, HURA 5,, 央 由 方程 1.9)， 

ner Ke) = {02 } (12.14) 
铝 2 为 满足 方程 (12.14) 的 最 大 整数 , RINT 
《2 一 3) (2 一 当 (2 一 3)(P 一 是 ] 
B <{ i on 


=2) (p38) 2 p-2) (p= 38 
<{@ HP }-1< p Kp ) 。 


ip, 我 们 得 到 ， 


Bev Tyas <p< Tew Pin , 


所 以 


(12.15) 


WN cK) =p, RATERS mT HB 
FH (n), KREMT HG) 是 180 WTR, TEM, , (12.8) 
KE n= 0 时 的 特 球 情 形 就 是 400, 


5. 唯一 可 着 色 图 


令 G 是 一 个 标定 图 。G 的 任何 一 个 x(9)- 着 色 导 出 一 个 分 局 

A 的 点 集 为 x( 的 个 色 组 的 划分 。 若 

. GQ) =n BG 的 每 一 个 mw 着色 导出 

h “RU RAHE, WEE G Erk n- 

6: 可 着 色 的 或 简称 唯一 可 着色 的 .图 
12.6 中 的 图 红 是 唯一 3- 可 着 色 的 ， 

因为 人 的 每 一 个 3- 卷 色 都 导 a RI 

W126 一 个 唯一 可 着 色 赂 。 {u}, fe, us}, (s, usd, 而 亚 边 形 
不 是 哄 一 8 可 着 色 的 ; 事实 上 ， 它 的 点 集 可 能 有 5 种 不 同 的 划分 . 
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BARRIO A GLASER, 首先 , 在 一 
个 唯一 % AGI GEN + me BE, 对 于 名 的 等 一 个 点 多 
对 于 与 指定 于 o 的 颜色 不 同 的 每 一 种 颜色 ，% 罕 少 与 一 个 有 这 种 
颜色 的 点 邻接 ， 因为 否则 , 改变 9 的 颜色 就 可 以 得 到 全 的 另外 一 
PARAM AE, ERAS (>n, 一 -个 图 唯一 可 着 色 的 
一 个 必 朗 条 件 册 卡特 赖 特 和 哈 拉 里 [CE] 所 发 现 。 

ER 12.16 在 一 个 叭 一 % 可 着 色 图 的 -着 色 中 , 由 任何 两 
个 色 组 的 并 导出 的 子 图 是 连通 的 。 

GEW] 汾 虚 一 个 唯一 %- 可 着 色 图 G 的 一 个 着色 ， 且 假 
定 存 在 从 的 两 个 色 组 ， 例 如 Ci 和 Ca， 使 得 对 的 出 C1UCs 导出 
FAS 是 不 连通 的 。 令 8 和 Ss 是 8 的 两 个 支 。 由 前 面 的 注 
记 ，8: 和 5, 一 定 都 同时 含有 04 和 Cs 的 点 。 现 在 只 要 将 ONS 
中 点 的 颜色 与 Caf Si 中 点 的 颜色 互 换 ， 就 可 以 得 到 与 给 定 的 n 
闭 色 不 同 的 一 个 “着 名。 这 就 蕴含 G 不 是 唯一 可 着 色 的 。 这 是 
TF. 

然而 ,定理 12.16 的 道 定理 不 成 立 。 这 可 以 从 图 12.7 中 的 三 
鱼 图 G 看 出 。 这 个 图 有 这 样 的 性 质 , 在 它 的 
任何 -- 个 3- 着 色 中 ,由 任何 两 个 色 组 的 并 导 o 
出 的 子 图 是 连通 的 , 人 @G 并 不 是 唯一 3- 可 着 
色 的 。 

由 定理 12.16 可 以 得 到 , i n>2, E0 E127 定理 12.16 
一 个 唯一 -可 着 色 图 是 连通 的 。 然 而 ,还 可 ”的 道 定 再 的 一 个 反例 。 
以 给 出 一 个 更 强 的 结果 ， 它 属于 夏 特 朗 和 盖 勒 [CG1]。 

E1217 每 一 个 唯一 m- 可 着 色 图 是 (mn 一 -连通 的 。 

GER] 今 有 一 个 唯一 m- 训 着 色 图 G 的 一 个 给 定 的 w- 着 色 。 
GRAM, 它 一 定 是 Ky, DIE @—-1) EI, BE G R 
不 是 完 爹 的 又 不 是 (9-1) EY, 就 存 罕 一 个 有 mn 一 2 个 点 的 集 
U, BREA GAM, FE, 至 少 有 二 种 颜色 , 例如 oa 和 oo 
KREP U 的 任何 -- 个 点 。 由 定理 12.16, 一 个 以 着色 的 点 可 
以 经 山 -条 道路 连 省 于 任何 一 个 以 cs 车 色 的 点 ， 面 且 这 条 道路 的 


1600 第 | 二 章 Oe 
各 点 都 以 61 或 cs 着色。 Mi, FAD oy Moo AORE G-U 
的 同一 个 支 , 例如 Gah, FA, K O-U ME G 中 的 任何 一 个 
ABUH o 或 oa FERT IE G iahh nii to XE G 
唯一 %- 可 者 色 揭 假设 矛盾 , TEG 是 (w 一 -连通 的 。 

因为 一 个 唯一 w- 可 着 色 图 的 尾 何 个 色 组 的 并 , 2 专 k<n, 导 
盟 一 个 唯一 人 -可 着 色 图 , 这 样 我 们 得 到 下 询 推 论 。 

系 现 .17(a) 在 一 个 唯一 n- 可 着 色 图 的 任何 一 个 -着 色 中 ， 
出 任何 个 色 组 的 并 ，2<<h<n, 导出 的 子 图 是 (6 一 四 -连通 的 。 

容易 给 出 一 个 不 含 三 角形 的 3 色 图 的 例 ; 事实 上 ,我 们 在 定理 
12.5 PEZES, 对 于 任何 存在 没有 三 角形 的 % 色 图 ， 从 而 它 
没有 同 构 于 KFA, BARS RS RAR, Be 
#8 LOK AIG Rw (Robinson) FEBHRI] 得 到 。 

ER 12.18 对 于 所 有 ww 这 3, 有 一 个 唯一 nm- 可 善 色 图 ， 它 不 
含有 同 构 于 K, IFA" 

自然 , 一 个 图 是 唯一 -可 着 色 的 
SARAKE iTAK, MARE 
通 的 。 我 们 也 都 知道 ， 一 个 图 他 E 
一 2 分 可 着 色 的 当 且 仅 当 G 是 2- 色 的 
和 连通 的 。 可 以 猪 到 , 对 于 n>3, 关 
PH nT SA BE SE A 
ZA. Ai, LAW TEM EE, 

B28 -NE 还 有 一 些 可 说 的 。 由 于 五 色 定理 , 我 们 

的 惟一 ARS IAB <n <5, POA AHS 
SURF USA [CCL], 

12.19 SG H-A EFEN, AG 含有 一 个 三 角 
形 卫 ， 使 得 对 于 的 经 一 个 项 点 有 一 个 三 角形 的 序列 也 To 
Poy Lm MERA PHA SBI ARAMA, Wo LE Pm 
中 , 则 如是 唯一 3- 可 着 色 的 。 

现在 立即 可 以 得 到 下 列 铺 果 。 
OR dA SRA ARB A Lit Sk, 译注 


.临界 图 16t 


RLL) 车 一 个 2 连通 3 色 平面 图 @# 有 至 多 一 个 区 域 
FiA, M G EE RAR 

ATIR i aA OL, RAAE- 3- 可 着 色 的 平面 
EVRA EM RAIS AE; ILR 12.9。 然 而 ,每 一 个 
唯一 8- 订 符 色 的 可 平面 图 一 定 含有 二 角形。 


一 
012.9 一 个 唯一 3- 可 着 色 可 平面 图 。 

定理 38.20 若是 一 个 至 少 有 4 个 点 的 唯一 3- 可 着 色 证 
平 而 图 , 则 @ 至 少 含有 二 个 三 角形 。 

对 于 唯一 4 可 着 色 的 可 平面 图 , 情形 特别 简单。 

定理 现 .中 ” 体 一 个 唯一 全 可 着 色 可 平面 图 是 最 大 可 平面 
a 

DER) SAR A ER 的 一 个 给 定 的 
二- 着 色 ， 它 前 色 组 记 作 Fr。 Tie 和 其 中 lap, Bons 
叶 , BUP STRAEN, GREDE Irt) 
HA, 1<i<jx Í, EA AUBREY 8p~6, AI g>3p—6, 
BRUM 11-10) 得 到 , G 是 最 大 可 平面 图 。 

虽然 是 否 存 在 一 个 革 可 若 色 的 可 平面 图 还 不 知道 , 在 [CG41 
中 给 出 的 属于 直 9 ~- 个 结果 解决 了 唯一 5- 可 着 色 性 的 问 
题 ; 它 的 证 明和 上 上 一 个 定理 前 证 明 类 似 。 

定理 现 .2 没有 了 唯一 革 可 着 色 的 可 平面 图 。 


> 


6. WRA 

HIR RRR, 则 一 定 存在 一 个 最 小 的 5 色 可 平面 图 .这 
FIN TH GAP PER AMAT, 子 图 -2 是 4 色 的 。 
-种 身 然 的 途径 出 反 证 法 的 形式 去 得 到 400 的 一 个 
Vining (planar graph)”, 不 要 。- 一 译注 
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可 能 的 证 明 。 这 就 提出 了 一 个 基本 问题 , 即 探讨 其 有 下 列 性 质 的 5 
色 图 , 或 更 一 般 地 , n 色 图 : 对 于 G 的 每 一 个 点 9?，x(G 一 2) =n 一 
1。 

按照 迪 拉 克 LDS], 一 个 图 GG 称 为 是 临界 的 *, 阁 对 所 有 的 点 
v, (Ge) <: En WE Arb RH, YR, HE 
是 临界 的 , 则 对 每 一 点 w x(G 一 2) =7(4) 一 1。 

BR, 没有 一 个 图 是 IMAI, 唯一 的 2 临界 图 是 五 。， 而 
SERRA AAS, HF aed, n- 临界 图 的 特征 还 没有 给 出 。 

通常 ,决定 一 个 图 大 和 否 大 恪 界 的 是 很 困难 的 ; 然而 , 每 一 个 
色 图 , nm”>>2 含有 一 个 mn- 临 界 子 图 。 BRL EGRE- 
个 最 小 的 使 x( 五 ) 一 X(G) 的 导出 子 图 , 则 五 是 椎 界 的 。 

显然 ,每 一 个 临界 图 9 是 连通 的 ; 而 且 , 因为 对 于 侣 的 所 有 的 
IE B, z(Q) =maxy(B), 就 得 到 们 一 定 是 一 个 块 。 这 个 性 质 只 是 
临界 图 其 右 的 几 个 性 质 之 一 。 

下 一 个 陈述 已 经 在 定理 12.2 的 证 明 中 并 到 过 了 。 

2212.28 车 G 是 一 个 -临界 图 , 则 8(G) 之 n 一 1。 

我 们 现在 提出 一 个 关于 移 去 点 的 结果 。 

定理 贡 . 呈 ”没有 一 个 临界 图 可 以 被 一 个 完全 子 图 所 分 离 。 

RIAGG) 一 个 临界 图 的 每 一 个 点 割 集 含有 两 全 不 邻接 
的 点 。 

每 一 个 完全 图 是 临界 的 ; 事实 上 , APOC (Ky), 2K ,-U) 
=p-|U|, RM, 对 任何 别 的 临界 图 , 总 古 可 能 移 去 本 业 一 个 点 
面 不 使 色 数 减 少 1 雇 上 ;事实 上 ， 鞍 访 是 一 个 -临界 图 的 任何 一 
个 独立 点 集 , 则 x(G 一 8) 一 n 一 1。 这 个 结果 更 蕴含; A uM o 是 一 
个 不 完全 的 wi- 临 界 图 G 的 任何 两 个 不 邻接 的 点 , 就 存在 经 的 一 个 
(ivi RAT OA HEME WT u Mo 在 不 问 的 
色 组 的 w- 若 色 。 

关于 临界 图 的 有 一 个 研究 领域 是 有 关 痢 的 长 度 ， 特 别 足 周 长 
和 围 长 。 按 定理 12.23 MR T.30), E 0 EH p TREA n-li 

* SR REAIS RA AL EIR, 
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界 图 ,使 p<2n 一 1 则 各 是 哈密 顿 的 。 更 一 般 地 . 迪 拉 克 (D6) 证 
WHITE AR 

ERI. AERP mA, n3, WR G ERE 
BY, RE SUR KB Wy 2 一 2 

过 拉克 [D6] 曾经 猜想 , 每 一 个 R ERR, 然而 
F, B. 凯利 和 工 . M. 凯利 [KKI] 证 明 这 个 狂想 不 成 立 。 迪 拉 
猜想 , 对 于 所 有 的 m Alm, n>8, 存在 一 个 充分 大 的 但 p, 使 得 
少 有 Pp 个 点 的 所 有 ww- 临界 赂 的 周 长 超 过 mo J. B. BET L.M, 
讽 利 证 明 这 个 猜想 是 对 的 。 下 述 命题 是 定理 12.5 的 一 个 推论 ; 对 
于 所 有 m Ae, 奉 在 一 个 “临界 图 , 它 的 图 长 超过 me 

-个 临界 图 对 可 能 有 附加 的 x 
TEM, WI G ERR a, x 
(@-2)=1@)—1, RM, GRA © 
是 线 临 界 的 "又 若 XfG) =a, G 是 
诲 界 的 。 虽 然 每 一 个 线 临 愉 图 场 . 阳 一 -个 不 线 山 界 的 临界 好 。 
RY, 但 它 的 逆 命 题 不 威 立 。 Win, E1210 中 的 图 是 
4 -临界 的 , ETERRA, 因为 z0 2 

于 是 , 对 临界 图 的 每 一 个 性 质 , 线 临 界 图 也 都 只有; TEA 
形 下 后 者 丰 更 多 的 性 质 。 

定理 2.236 BG RTP RAL URW’, 
Mom FEN n ER, BGP eat a1 AY AL, MDG ik n 
线 临 办 的 。 

DEW) 令 % 为 G 的 任何 一 条 线 ,考虑 9 一 t。 一定 有 85(G 一 
4) sm 一 2 WER Ga hjii- pa PA G, 5(G') <n 一 2。 于 
是 按 定 其 432.2,，x(G 一 2) sal, BORA (Ge) =n 一 二 所 以 
G Ji n- RRI 
定理 12.28, Æ GIA RL, M 2go (x 一 1)p。 然 
WH, MS Te FE, MBS [D7] 改进 了 这 个 结果 。 

E812 PGi- hn PRU, m4, 此 在 是 完全 的 ， 
nj Q5 (npn -3, 


m 


ee 梧 管 色 性 


7. AS 


在 这 一 节 中 只 考虑 连通 图 比较 方便 。G@G 的 一 个 初生 ae 
BAP REM SR, Q 的 一 个 同 太 是 -系列 初等 癌 态 。 
#G BUG ARMAS BA, 我 们 可 以 将 中 看 作 是 从 
VAV 上 上 的 一 个 函数 ， 使 得 若 & 和 ”在 对 中 着 邻 搂 的 ， 则 grs 和 
po eG HRR EE C 中 的 每 一 条 线 一 定 来 自 多 中 的 某 一 条 
R, Mike po TE GAB Be, ME G 中 有 了 两 个 邻接 的 点 业 和 
2 dusu Meor, 我 们 说 由 是 他 到 G 上 的 一 个 同 态 ， 
EGR-+ASE ANE OF, TA, 每 一 个 同 构 是 一 
个 园 态 *。 道 路 Ps 恰 有 4 个 同 态 象 ,如 图 12.11 中 所 示 。 


— A 


Wi R N DEER 


T 


人 G 的 一 个 加 态 具 有 OG = KY, WAR n BK Sh RINA G 到 

天上 上 的 任 休 -一 个 辐 态 加 对 应 于 久 的 一 个 语 -着 色 ， 因 为 玉 , 的 点 
可 以 看 作 颜 色 ， 而 按照 同 态 的 定义 ，G 的 有 同一 种 颜色 的 点 没有 
-对 臣 邻 接 的 。 每 一 个 由 -“ 个 完全 辐 态 定义 的 着 色 有 如 下 的 性 
质 ， 对 十 任何 黄种 颜色 , 有 G PR oo UARA 


4 


图 雪 . 世 ”一 个 图 的 两 秋 完 全 着 色 。 
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GE, RIMTRNGHR—P LAE SE, ID PLT 
一 个 有 3 阶 和 立 阶 完全 兰 色 的 图 ,其 中 用 正 竖 获 米 代 表 需 色 。 最 
然 , G 的 所 帮 的 完全 辐 态 中 最 小 的 阶 一 定 是 x(G》。 

下 而 的 定理 THHP 纪 雅 广 子 属于 哈 乔 斯 103] 的 一 个 结果 , 后 
者 现在 成 了 这 个 定理 的 系 。 

定理 .28 对 于 任何 一 个 图 GF 各 的 任何 一 个 初等 同 态 
E, 

MA<LCO<14(@, (12.16) 

CEN] & e 是 在 G9 中 等 同 不 邻接 的 点 % 和 。 的 初等 同 态 。 
W sG 的 任何 一 个 着 色 产 生 忆 的 一 个 着 色 。 这 时 , 对 于 ww 和。 用 
的 是 一 种 颜色 , 所 以 (GC) <x(eG) 。 另 - -方面 ，s@G 的 一 个 著 色 可 
以 由 G 的 一 个 若 色 得 到 , 上 只 要 这 个 新 的 点 用 一 种 与 所 有 用 于 缠 全 
REWER REE, BL x(sGD) 所 1+x(G)。 

系 现 , 中 (对 父 的 任何 一 个 间 态 由 (Oe) 

现在 ,自然 而 然 的 要 考虑 G 的 所 有 完全 园 态 中 最 大 的 阶 。 这 
个 不 变 其 称 为 消 色 数 ， 且 记 作 岂 (G) 。 央 为 对 可 以 用 史 种 颜色 着 
色 , 显然 ZX(G) 和 (GD <p, 这 两 个 不 等 式 都 不 是 对 站 的 一 个 特别 
好 的 界 。 

定 建 12. 中 ”对 于 任何 一 个 图 G 和 G 的 任何 一 个 初等 阁 态 


&, 
WB 一 2<y(eG) < (G0), (2.17) 


在 网 12.18 oH OATS RE EKE, 因而 是 最 好 可 能 的 。 容 
易 验证 ,此 例 中 区 (G) 一 5 而 水 (GD) -3。 


图 12.13 使 减少 2 的 - -个 同 态 。 
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下 一 个 结果 在 (HPL) PEA AS AEE, “ESA FR 
于 (12.16) 中 给 出 的 界 。 

定理 12.30 ”对 于 任何 一 个 图 G 和 任何 一 个 在 x 种 溃 之 册 的 
整数 m 存在 避 的 一 个 % 阶 完全 间 态 (从 而 存在 一 个 完全 着 色 )。 

[证 明 ] 令 业 (6D = 已 LO¢HGRH ER, LN-TAA 4 
果 由 正好 是 一 个 同 构 , 则 对 是 E, 且 X(G) 一 (9) 。 否 则 ,我 们 可 
以 记 $ 一 em…8s814， 其 中 每 一 个 6 是 一 个 初等 同 态 。 令 Gert, 
GaSe, …， 开 :一 Go 一 snGo ii。 我 们 由 (12.16) 知道 , 对 于 每 
一 个 名 Ga SA TL, KGa) = @ 可 得 , 对 于 每 一 个 
满足 x《9) <n<t 一 由 (9 Wo, 在 序列 {G4}* 中 存在 一 个 图 , 例如 
G, ERGH 2, RAG 就 有 一 个 nn 阶 完全 同 态 几 。 所 以 pee 
est: È G R K, EAIRT 

OWNS ERE OREA AT BL, 如 在 [HHI1] 
中 那样 , 我 们 推广 在 (12.3) 和 (412. 委 中 的 工 界 。 

定理 到 .31 对 于 任何 一 个 图 G， 

b+i<pt+i, (12.18) 
下 面 的 结果 由 (12.18) 及 >b. 得 到 。 
R 12.8310) ”对 于 任何 一 个 图 人 G， 
Vp Bot1, (42.19) 

这 个 结果 也 可 以 利用 2.3) W E A BE, RT 

(12.8), 


8. 色 多 项 式 


一 个 图 的 色 多 项 式 是 由 伯 欧 替 夫 (Birkhoff) 和 刘易斯 (Lewis》 
EBLI] 在 他 们 冲击 400 时 引入 的 。 令 昌 是 一 个 标定 图 。G 的 一 
个 至 多 去 多 的 着 色 是 人 的 一 个 用 二 种 或 不 到 主 种 颜色 的 着色 。G 
的 两 个 至 多 # 色 的 着 色 ， 如 果 各 个 标定 了 的 点 中 至 少 有 一 个 点 被 
指定 以 不 同 的 颜色 , 我 们 就 认为 是 不 同 的 。 

我 们 用 了 (G, 个 记 一 个 标定 图 6G 的 不 同 的 至 多 t 色 的 着 色 的 


33. 色 和 多项式 18 
RL TER EG), FG, H=0, KRE, HSE, Ooo 
Baby tie G AY ak. PA ACO 断言 : 对 于 但 一 个 可 平面 图 好 ， 
JG, 4)>0, 
B, A E OTRO 五 s 的 性 何 一 个 给 定 的 点 着 色 。 对 它 的 
倍 二 个 点 ,可 以 用 1 一 1 种 颜色 中 的 任何 一 种 。 留 下 的 这 一 点 可 以 
用 t 一 3 利 颜色 中 的 任何 一 种 。 寺 是 
FKE) =t(t—1) G2). 
这 个 式 子 可 以 推广 到 任何 -… 个 完全 图 *， 
FR, )=tt-1) (2) (t= p+) = two (12.20) 
全 不 连通 图 K 的 相应 的 多 项 式 特别 容易 得 到 。 因为 它 的 乡 
个 点 每 :个 部 可 以 独立 好 用 种 颜色 的 任何 一 入 资 色 , 所 以 ， 


JEn DP, (12.21) 
图 12.14 中 的 Kaa 的 中 心 点 加 可 以 用 上 种 y 4 
方式 中 任何 -- 种 着 色 , 而 每 个 端点 可 以 用 二 工种 
方式 中 任何 一 种 着 色 。 所 以 ,fF(K,s DN ve 
在 这 些 例 中 每 - PAG, t) 部 是 的 一 个 多 项 
式 。 我 们 就 会 看 到 , 这 总 是 成 立 的 。 a cA 


£812.82 FA-TAGH, ufo BW BRI 一 个 
个 不 邻接 的 点 , 而 s 是 等 周 它 们 的 初等 同 态 , 则 PEM Kase 
IG, D=fGtu, D+ Ho (12.22) 
[证 明 ] ”这 个 方程 可 以 直接 出 两 个 结果 得 到 。 首先 , 全 的 至 
多 二 色 的 并 且 使 “和 ?车 以 不 同 的 颜色 的 着 色 的 数目 正好 就 是 G 
十 we 的 至 多 t 色 的 着 色 的 数 且 。 第 二 , G 的 至 多 芋 色 的 并 且 俩 = 
和 着 以 竹 辐 的 颜色 的 着 色 的 数目 正好 就 是 同 态 象 sG 的 宇多 i 
BOR MAE, JEP e FR u Rvo 
这 个 定理 现在 蕴含 ; 若 9 是 任何 一 个 不 完全 的 《p，9) 图 , 则 
有 一 个 有 8 十 条 线 的 图 G 和 -个 有 2 一 1 个 点 的 图 Gu HFG, 
D) =f Gs, NHF Gan 从 。 于 是 方程 (12.22) 可 以 应 用 于 G MGa 
MERR, AEH SES IE, M, FG, DESE p t) 型 
* SAURE ordan) R15], Be ME RRAGA CE tie 
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表达 式 的 和 。 然 而 ,了 (Kp, 从 一 few 是 f 的 一 个 多 项 式 。 

Ria) 对 于 任何 一 个 图 G，j(G, D 是 # 的 一 个 多 项 
Ro 

TERHES D 称 为 他 的 色 多 项 式 。 为 了 说 明 这 个 定理 ， 
我 们 应 用 由 季 可 天 [Z] 引入 的 一 种 办 法 。 光 不 写 明 5 而 用 图 的 
一 个 图 解 来 记 它 的 色 多 项 式 。 按 照 电 德 (Read) [R6] 的 解释 , RN 
用 “和 ?来 记 每 一 步 中 考虑 的 不 邻接 的 点 。 

于 是 对 图 12.15 中 的 图 G, 

IG, i) = te + By tha, = 1 — TH +180 — 2007 +87, 

特别 地 , G HES 3 色 的 着 色 的 数目 是 7(G，3) 一 6 


AG = 


> > 


HI. 求 色 多 项 式 。 
色 多 项 式 有 几 个 性 质 现在 可 以 直接 让 定理 12.32 RAB, 
定理 二 .83 令 8 是 一 个 图 , 有 2 个 点 .9 RRA EPR, 
Ga, Gro J 
1. FG, DEREN po 
2. 7G, D h P WRAHA La 
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3. F, Nik 的 系数 为 -9。 

4. FG, DPM O, 

5. F, D= ÅF Do 

6. (G, DHA LABU WENKE ko 

下 列 结果 并 不 是 很 明显 的, 它 由 豆 特 居 [W30 AR, HTI 
(Rota) [R20] 用 包括 老 比 乌 斯 反 滨 在 内 的 儿 种 用 的 方法 所 推广 。 

RRIA -MASTAR ARTELE NRH M 

AF Hd Pa AA 是 , 往往 有 
儿 个 不 同 构 的 图 有 相同 的 色 项 式 ; 事实 上 , 所有 有 个 点 的 档 有 相 
同 的 色 多 项 式 。 

12.35 一 个 有 Pp 个 点 的 图 GB 是 一 个 树 当 是 仅 当 

FG, Date, 

[证 明 ] RIEME- H p ARREN T LG 
LD WEN ELAR, RNY DRAW, Wel Mp~2, 4 
RARAN. (EDT p—1 HRW AS ee) 
Hi, PORTH PMA, EDE emus 是 也 的 关联 于 0 的 
R MER, A T-T- WALIRA GD, S o W 
RIE RSET u HAERERE, HA o TTG- 
RIRA, FA, SO, D- GDM, H=, 

反之 , 令 GEAR MAG D=, KFG, O 
中 芋 的 系数 是 1, 由 定理 13.38(6)，G Remy, WIL P WA 
数 为 — 0-1), ARRA 12.338), @ 有 2 一 工 条 线 。 于 是 ,由 
定理 4.1 ORE, 

纺 出 有 同一 个 色 多 项 式 的 图 的 特征 的 问题 还 没有 解决。 还 没 
有 解决 的 荔 - -个 更 基本 的 问题 是 决定 怎 禅 的 多 项 民风 他 多项式。 
例如 ,多 项 式 如 一 38+349 满足 色 多 项 起 的 所 有 已 知性 质 ， 但 是 它 
并 不 是 色 多 项 式 。 因 为 ,如果 它 昨 菜 一 个 转台 的 ftG, 人 ,出 一 
MAF AD, 3 条 线程 2 个 支 ,所 只 GSK UK AR, Sat 
BBW 


170 


第 | 二 章 可 着色 性 
FG, Dstat=t—3+20, 
里 德 CR6] 猪 想 ,每 一 个 色 多 项 式 的 系数 的 绝对 值 先 是 严格 弟 


增 的 ,然后 是 严格 递减 的 并 且 一 直 保 持 如 此 。 


习题 


12.1 关于 两 个 图 的 联 , 有 

a) z(Git Ga) =x(G1) +x(G), 

b) Gi 和 Gs 是 临界 的 当 且 仅 当 它们 的 联 俩 Gs 是 临界 的 。 

12.2 Harps kG PRK SAME, W x(G) rtl, 
《 厄 尔 多 斯 和 汉 纳 尔 (Hajnal) [EH1]) 

12.8 AGRA vn va +, 0p W h> dp, W 


x(G)<maxmin{i, &+1}, 
‘ 


Po 


* RAA Sh] ERA E (onterplanar map)”, 


( 韦 尔 什 和 鲍威尔 (Powell) [WP1}) 
12.4 如 果 不 是 每 条 线 都 在 .个 哈密 顿 图 上 ， 则 alip 
12.5 两 个 图 的 结合 GAG 的 色 数 不 超过 每 一 个 图 的 色 数 。 
(B. T. 赫 德 尼 米 ) 

12.6 nw 二 1) 色 的 nm 之 8 度 正 则 连通 图 只 有 Kario 
12.7 在 (12. 人 和 (42. 外 中 达到 上 界 的 所 有 正则 图 是 下 向 这 


a) x+7 一 Pp 十 1 MRA K, Ky M Oso 

b) xz=[@+1)/) HRA Ki, Ka, Ka Cc, 
GFHLF4)) 

12.8 a) # p-p) 是 一 个 素数 , 则 只 对 K, 和 K, 有 x= 


b) Ptg =p +1 HERH GK, AK, 否则 ， 

P+P< (9-1)? +, GF LF4) 
12.9 每 一 个 外 可 平面 图 * 是 3- 可 着 色 的 。 
12.10 每 一 个 4- 连 遂 平 面 地 图 是 4 可 着 色 的 。 
12.11 在 一 个 线 图 的 任何 一 个 着 色 中 ， 每 个 点 与 至 多 二 个 颜 
评注 


y 题 i71 


色相 同 的 点 邻接 。 

12.12 BBP Ay EES G, MEEN D A EA 
FUREY GRE, M x(G) 一 4(G) 。 

(J. A. 郑 迪 和 D. J. A., F44) 

12.13 求 开 和 天 mn 的 线 色 数 。 

〈 贝 扎 特 , BAF RANE RM (Koopor) [BCC1]) 

12.14 EA h GEFAER: WV U) =X (G) 2, 
Y 不 在 他 的 同一 个 完全 子 图 内 时 它们 邻接 。 则 x(77) 等 于 并 是 了 
UX Hist FAW (ARA [H37]) 

12.15 经 一 个 图 环 图 8<6, MIST 

12.16 存在 一 个 有 9 个 点 的 5- 临 舞 图 。 

12.17 不 完全 的 最 小 的 唯 -~ 3- 可 符 色 图 是 怎 祥 的 ? 

12.18 在 一 个 有 Pp 个 点 的 唯一 m- 可 着 色 图 中 最 少 有 几 条 
(卡特 翰 特 和 喻 拉 时 OTT2]) 
GR, 任何 一 个 赂 的 色 数 百 少 等 于 Bo*。 对 于 任何 一 
s Bo SF ih x 等 于 3。 构造 -- 个 图 ， 它 没有 
4, (ENE H 个 点 就 可 以 将 成 。) 

12.20 #2) =n>5, 则 有 wm 个 点 ， 它 们 每 两 个 至 少 山 四 


三 角形 ， Bo 27 


条 不 相交 的 道路 联结 。 Gapi Ta [D9]) 
12.21 PAEA An, WEL, HA n 
MFRS, 使 得 Bo=e, (Hi (Mouse) FF47]) 


12.22 a) 每 一 个 3 AAPM — 3- WEEN 
b) BDA 3 PENI -A EE G EME 3- 可 着 色 的 当 
HAR ELK SP ATE HY, 
CUR Aa (CC1]) 
12.283 --6 n WIARE- SE -- 《nm 一 -可 着 色 于 图 
的 点 所 分 次 . 《了 哈 拉 里 , 雷 德 尼 米 和 罗宾逊 [HHR1]) 
12.24 对 -个 临界 网 弛 的 点 的 任何 -个 独立 集 忆 x (G—S) 
=la Gi Rist (D129) 
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12.25 对 -个 多 个 的 任何 一个 初等 收编 有 1 2G) 2 @ | 
<1, 《 哈 拉 里 , 蔚 德 尼 米 和 普 林 斯 [HHP11) 

12.26 GR Pa, On Wa A Kian 的 消 色 数 。 

12.27 n ER (G) 十 使 任何 一 条 长 度 为 四 的 道路 二 所 有 
的 点 不 疹 忆 同样 的 颜色 的 GT OO AY > 
Mo 

a) 对 主任 何 一 个 m 有 一 个 外 可 平 而 疼 G, WE zG) 一 8。 

D 对 于 任何 一 个 %， 有 一 个 可 平面 图 ,使 Xx。(G9) 一 4。 

COBB, 盖 勒 和 替 德 居 米 [CGIHIT]) 

12.28 若是 从 中 的 一 条 最 长 的 道路 的 长 度 , 则 x(G) <et 
i, (加 莱 [G4]) 

12.29 i—i G ERA T 

2G) >p — 2) o 


第 十 三 章 MR 


排 成 一 列 耐 心 等 ， 

整整 齐 齐 乱 纷纷 。 

冷 冷清 清 , 死 气 沉沉 。 
HAR, 

号 一 下 他 们 吧 ! 

但 愿 在 你 的 诗篇 中 ， 

他 们 的 生命 烈焰 腾腾 。 


de giui 


PRE ER ER E. BORE AT BLADE 
PERI AR YE, 将 一 个 图 适当 地 标定 以 后 可 以 给 它 
联系 上 几 个 矩阵 , 其 中 有 邻接 矩阵 , 关联 矩阵 , EER AERE. 
为 了 将 一 个 网 的 某 几 种 性 质 统一 考虑 ， 常 常 可 以 利用 这 些 逢 阵 。 
关于 图 和 矩阵 的 经 典 定理 是 系 阵 - 树 定理 , 它 给 出 在 任何 一 个 标定 
PAR WA RETEST Aa EE 
有 关 的 拟 阵 。 


1, SiR 


Ap TAN — Te zw G ag thie A= [as] 是 一 个 pXP 
阶 的 短 阵 , 其 中 , 如果 o BÈF o M aml, 否则 , aw 一 0。 于 是 
EN p 个 点 的 标定 图 与 对 角 线 元 素 为 零 前 2x2 阶 对 称 二 元 矩阵 
之 问 而 一 个 一 一 对 应 。 

图 13 江 中 给 出 了 一 个 标定 图 6 ME WRI A, ~ 个 直 
: 4 的 各 个 行 和 * 是 G 的 各 个 点 的 度 。 一 般 地 ， 因 为 


“WARE <7 0824, —— TERE 


YANE 
puree 
A-|t 1 O11 
sored 
porid 


图 18.1 一 个 标定 图 和 它 的 邻接 矩阵 。 


图 与 第 阵 之 间 的 对 应 ， 任 何 一 个 图 论 概念 都 被 反映 到 邻接 扼 阵 中 
来 。 例 如 ， 记 得 在 第 二 章 中 ， 我 们 说 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 不 
FEG HARDAS VSV UV 使 得 没有 一 条 线 联结 站 的 
一 个 点 与 了 的 一 个 点 。 用 算 阵 的 语言 ,我 们 可 以 说 ，G 是 连通 的 
当 且 仅 当 没有 遇 的 点 的 ~- 种 标定 法 使 得 它 的 邻接 矩阵 有 约 化 的 形 
式 
Ay 0 
af 0 Ay } 
其 中 , Au 和 An 是 方 阵 。 # A 和 A 是 相应 村 同一 个 图 @ 的 两 
种 不 同 的 标定 的 邻接 和 矩阵, 则 对 于 某 一 个 置换 年 阵 卫 ， 
Ay PAP, 

有 时 , 标定 法 与 结果 没有 关系 , PAE F UE E E RET 
素 的 结果 中 就 是 如 此 。 

定理 18.1 SER-TASRER A RE, WAR 
4, j 70324 n Bl oy 的 长 度 等 于 的 通道 的 数 生 。 

系 13.1(a) His, 下 的 名 了 元 是 从 到 全 的 长 度 为 
2 的 道路 的 数目 。 下 的 记 6TH AES AN, ER vh 
SABO ABBR. 

系 13.1(b) 车 好 是 连通 的 ,对 于 ?zx 六 uo o ZED 
是 使 如 1, 了 元 不 等 于 零 的 最 小 整数 wo 

PR ZA a D ih aR se EBLE MA 

A~ ACD) = [ay], 


EIM cee HE DOE, 则 ge 一 二 BU ay Bo FH 4(D) 不 一 定 是 
对 称 的 。 利用 4 得 到 的 关于 有 向 网 的 某 些 站 果 将 在 第 十 六 章 
中 给 出 。 按照 4( 切 的 定义 ， 一 个 给 定 的 图 的 邻接 利 阵 也 可 以 看 
作 一 个 对 称 放 轴 岗 的 邻接 矩阵 。 我 们 现在 就 用 这 种 观点 来 研究 一 
个 图 的 邻 靶 搜 阵 的 行列 式 , 详 苑 [LEH27]。 

一 个 有 向 国力 的 一 个 线性 子 图 是 它 的 一 个 生成 子 图 , 其 中 每 
个 点 的 入 度 和 出 度 者 等 于 1*。 于 是 , 它 业 由 有 向 图 的 一 个 不 相交 
的 生成 集合 所 构成 。 

定理 18.2 车 卫 是 一 个 有 向 同 , 它 的 线性 -图 为 

D, t=1, ++, m, 

HB D, HA e AG ML, 


dot AD) -XD", 


每 一 个 图 全 对 应 于 一 个 用 向 图 六 WME oA e EG 中 邻接 ， 
DRAM vv, 和 和 wm。 在 这 种 对 应 下 , D 的 每 一 个 线性 子 图 产生 
G 的 一 个 生成 子 图 , 它 由 点 不 相交 的 线 和 图 的 一 个 集合 构成 , 称 为 
一 个 图 的 线性 子 图 。 如 的 线性 了 图 中 由 仅仅 一 条 线 组 成 的 支 对 应 
于 力 的 线性 学 图 中 的 2-0, 这 个 对 应 是 一 一 的 ; 但 那些 是 G 的 轿 
ARMIN Dp. 因为 当 介 和 力 具 有 .上 而 所 说 的 关 
系 时 ，4(60 一 41 攻 ,所 以 4(G) 的 行列 式 可 以 算出 来 。 

系 18.2(a) 著 G 是 一 个 图 ， 它 的 线性 子 图 为 信 , ist, =, 
m 其 中 GB e MBA eo FE, 


det A(@) “BC, 


2. 关联 矩阵 
第 三 个 粹 阵 是 关联 起 阵 B= [5]， 它 联系 于 点 和 线 都 标定 了 

的 图 从。 在 这 个 px9 Mat i o 与 

则 8 一 0。 邻接 


176 PSR HO 
REM pL ARE G, WEAR MY 2 BE 
的 和 。 

下 一 个 定理 建立 了 G REIR RERE- G 的 关联 甜 阵 的 
联系 。 我 们 用 BT KREE B Wi 

定理 13.3 对 寸 任何 一 个 (%, OG, 其 关联 矩阵 为 召 则 
有 

ACL(@)) = PB-21*。 

令 MiQ— ER, 它 由 将 一 4 的 第 个 对 角 线 元 换 成 deg o 
得 到 。 下 询 定 理 是 在 克 希 置 夫 的 先驱 工作 [区 1 中 的 。 

定理 18.4 ( 称 阵 - 树 定理 ) 令 G 为 一 个 有 邻接 得 降 女 的 连 
通 的 标定 图 , MER MARAT RA, WE Ae 
是 从 的 生成 树 的 数目 。 

DEW] 在 证 明 的 开头 ,我 们 将 8 HAREM BB 的 每 一 询 中 
两 个 土 的 任何 个 改 为 -- 二 从 而 得 到 一 个 新 的 矩阵 召 。( 我 们 将 
在 第 十 六 章 中 看 到 ， 这 样 做 相当 于 任意 规定 G 的 各 线 的 方向 ， 而 
取 召 为 这 个 定向 图 的 关联 矩阵 。) 

EET Hi, j TH enlent saent +eaen*, 如果 i=j, EE 
于 deg vs Hu Huy 邻接 , CET 一 1 否则 等 于 堆 。 从 而 , HE 
一 好。 

考虑 国 的 任何 一 个 由 它 的 2 一 工 个 列 组 成 的 子 短 阵 。 这 个 
PX《p 一 1) MERRET G 的 -个 有 %p 一 1 条 线 的 生成 子 图 万。 
在 这 个 矩阵 中 移 去 任意 一 行 ,例如 第 行 ， 得 到 一 个 p 一 4 阶 方 陈 
Fo REM, WRT AERA PM, [dot 了 | 等 于 1 或 者 
0。 首 先 , MR H 不 是 一 个 树 , 则 因为 吾 有 Pp 个 点 和 jp 一 1 条 线 ， 
它 是 不 连通 的 。 这 就 蕴 售 有 一 个 支 不 含 炎 。 因为 相应 于 这 个 支 
的 各 个 点 的 行 是 相关 的 ， 故 dot ==0。 另 一 方面 , 假定 H 是 一 个 
树 ， 存 这 种 稍 形 下 ,我 们 可 以 将 它 的 线 和 它 的 除了 以 外 的 点 标 
定 如 下 : Satu HW PR CER EE A 4.1) 保 


* Ty axe mg 
aeg DEW j Ta 


一 一 还 注 
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证 )， 又 令 BARRE CMBR, 令 votes Te Hu RENA 
点 ,而 ys 是 关联 于 它 的 线 , 等 等 。 这 样 重新 标定 五 的 点 和 线 以 后 
决定 一 个 新 的 矩阵 FY, EAL a PT, F 
是 ，|9ot k"|=|det P|, Ait, FP RVI, MALEN 
线 元 等 于 HLR —1, Milf idot 了 | 一 1。 

下 询 代 数 结果 通常 称 为 宾 纳 - 柯 西 定型 ， 现 在 是 非常 有 用 
的 。 

引 理 18.4(a) F PAQE mxn PEMA nx m Bh HE 
HE, m<n, 则 det PQ 是 卫 和 的 对 应 的 最 大 行列 式 的 积 的 和 。 

《PP 或 人 的 一 个 最 大 行列 式 是 4 阶 的 ,而 “对 应 的 最 大 行列 式 ” 
契 指 在 一 个 行列 式 中 的 了 的 列 与 另 一 个 行列 式 中 的 @ 的 行 的 编 
号 都 相同 。》 

我 们 应 用 这 个 引 再 来 计算 MASTER Fo SB 
从 吾 中 划 去 第 一 行 得 到 的 《2 一 1) xg Bt THM. 4 PHBA 
和 一 看 。 我 们 由 引 理 可 见 , M A — a PT 
对 应 揭 最 大 行列 式 的 积 的 和 。 显然 , 对 应 的 其 大 行列 式 有 相同 的 
值 。 我 们 已 经 见 到 ,车 E 的 列 对 应 于 6 的 -一 个 生成 树 , 它们 的 积 
WA; 香 则 为 零 。 于 是 这 些 积 的 和 正好 是 生成 树 的 数目 。 

主 的 或 不 是 主 的 所 有 的 余 因 子 的 相等 化 对 十 每 一 个 行 和 与 列 
ALOE FEWER Eo TEAS 

WU UO Ae, RAR MERE Gl 
SUR 13.2 hy Kye, BANDA RM, AN 


3-1-1 -1 
-1 2-1 0 
Ml yy 3-1 
-1 0-1 2 
的 例如 2 3 RATH 


| 3-1-1 
-l-1 -1 -1 |=8. 
| 0 2 


图 18.2 Ks 一 + 和 它 的 生成 树 。 
有 Pp 个 点 的 标定 树 的 数 日 很 容易 将 年 阵 - 树 定理 应 用 于 Ks 
米 求 得 。 每 一 个 主 余 因 于 是 p 一 1 阶 行列 式 


prt -i .1 
-1 p= 一 


l i =i = ped 
从 其 余华 一行 减 去 第 一 行 ， Fan ARN “ 列 上 产生 一 
4 EAB EM, 它 的 行列 式 等 于 pP 

系 18.4(a) ApH AMMEN Wp, 

与 这 个 公式 有 那么 多 次 被 独立 地 发 现 一 样 ， 它 的 焉 明 方 法 亦 
TLE SA, JENS [M15] 中 提供 了 这 些 证 明 方 法 的 一 个 丰 趣 的 
IH. 


3. Baek 


SG RRA TF GY HB 38 E O= [ew] 中 对 
于 每 一 个 图 有 对 应 一 行 而 对 于 每 一 条 线 有 对 应 一 列 。 若 第 宇 个 图 
FARE, Mosh 否则 ow 一 0。 与 邻接 矩阵 利 关联 矩阵 不 辐 ， 
圈 矩 阵 并 不 决定 一 个 图 直到 回 构 。 BR, 没有 指明 有 没有 不 在 任 
何 一 个 江上 的 线 *。 AT, BERAR, O 也 不 决定 G, Wi 
图 43.3 中 的 一 对 图 所 示 , 它们 都 有 图 


3. eG 和 1 和 9 


Baim {er, oo ea}, 2 一 [ea Ca, zz， Do}, 
Za {oe, or ae}, 有 一 fb Va, Wa, ws, To}, 


Zr [oa ts, #5, Or, Be}, Zo {ti Za, Ta, Co, Br, Cs} o 


% 


a 


M1383 AP REET, 


于 是 它们 市 公 共 前 图 矩阵 
Wi Wy Wa Ws Ws Wo Vr we 
"111000003 
01011100 |Z 
g| 00000111 |Z 
101111090 JZ? 
01011011 |Z 
10111011} 


TAEAE H Y BEM SORES IN --T RA, EA 
ADEA, DEMARIS PERURIN. 任何 一 个 链 的 边缘 的 边缘 是 
Fo 

定理 18.5 车 图 G 有 关联 知 阵 8 和 图 年 阵 C, 则 

CB" =0(mod 2), 

[证 明 ] ARC Nt A B BEIA, BHR BRR) 
行 。 在 这 两 行 中 第 了 个 元 都 不 是 零 当 且 仅 当 w W i NZ, He 
并 且 它 关联 于 wv。 著名 在 名 中 , W vy WIE Ze Po RE o 在 这 
AED, WA Z 的 二 条 线 关 联 于 %, 所 以 CB 的 jj 元 是 

1+1=0(mod 2), 
HRE PEAME E A e e O(G) 47O JL EN 


380 de i 阵 
的 ， 则 全 的 每 一 个 点 对 应 于 由 关联 十 它 的 各 条 线 组成 的 系 图 (最 
ANUS) o 所 以 ,一 个 次 的 关联 短信 在 它 的 余 巾 乍 阵 中 。 

一 行 是 其 余 的 行 的 模 2 的 和 ,显然 , 召 的 


bt pai 


KEG p-1, BF, B BERIT pi, 其 有 
基 个 集 , 它 但 的 模 2 METE EK, BE $ 
结 属于 这 的 集中 的 一 个 点 与 不 在 这 个 集中 葛 一 个 点 ， 所 以 8 
就 不 能 是 连通 的 。 于 是 我 们 就 得 到 下 一 个 定理 的 一 部 分 。 男 一 部 
分 站 接 由 第 四 章 中 的 结果 得 到 , 那 果 给 出 了 G 的 疼 空 间 和 余 圈 空 
闻 的 维 数 。 

定理 13.6 对 一 个 连通 图 们 , BEP O, SEM BA 
矩阵 O° 的 秩 为 (CO) 一 9 一 2 十 fl r(B) =r(0") 一 p 一 1。 

出 定型 18.6, ~A ABR A PE O AP Ee T E E E 
由 代表 一 个 山大 的 任何 只 =9 一 5 二 1 个 行 给 出 的 。 往 -个 这 样 缩 
RAT BAS BE Co (OE O M-A mg BEE EM. BRAS 
EUAIME COG) m" xg 阶 的 , 其 中 m*=p—1, 于 是 由 定理 13.5， 
我 们 立即 有 CO =0(maod2)， 从 而 也 有 C0 =0(mod2) 。 缩 减 
AKERE Bo 是 由 吾 中 除去 最 后 一 行 得 到 的 。 HASAN, 
ARR 8 并 不 损失 讯息 。 

若 用 特 处 和 的 方法 选 下 图 和 余 刚 ,划一 个 铅 的 缩减 的 关联 矩阵 、 
痿 矩阵 和 余 阁 矩阵 有 特 草 精巧 的 形式 。 记得 在 第 四 章 中 说 过 , 任 
HEMT RE GRP TRE. 特别 地 ， 若 
Xam (ei, pt} EL RCA), & 

Xam {tn tyra, +, a} 
是 它 的 弦 的 集 ， 划 在 G 一 了 ;十 4 中 ，PS<i<9， 有 唯一 的 一 个 图 
Zs WHEG-Xite, p, 1<j<p-l, BEN 4+ RBZ], 
SEPA SRA) BUT EUR SAL BR, 在 图 13.4 的 图 
Gop, HAMR ERARA T Be BY BEA PJ 


Zam (a1, a, Bah, Zim ter, %, os}, 
As= {ën Ws, Da, ta}, Zam 1a, Da, Bs}, 


Ls= {ws, ho 
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a 


Ne A 


图 18.4 一 个 图 和 它 的 ~- 个 生成 笠 。 


vi 


BG, T) =v 
ey 
M4 Xo 
Zrii to 16 
TN a4 T i 
CoG, P) zli 1 1io i 


Al 


z 
OG, T2310 10/4 
Z;L0 0 1:0 1] 
容易 看 出 ,这 是 下 列 对 于 任何 一 个 连通 图 G RT ARNT 
各 个 方程 (都 以 2 为 楼 ) 的 -种 特殊 情形 : 
XX X% Xs 
Bo=Bo(G, T)=(B Bl, C-OG, P) = O Ty 


和 
X, Xo 
or-0xG, T) = [Lin GH, 
HOH, OT =B Ba- 03 M O=B Bo [Tne CL], HE GAN, 
LPT LETT, SOE Bo、 Co BIOS IPERS apo 
HRW AS 


i182 MLA HOME 


附 记 一 一 再 论 拟 阵 

疝 矩 阵 和 余 圈 绕 阵 是 第 由 章 中 所 引入 的 图 的 图 拟 阵 和 余 贺 氢 
阵 的 特殊 代表 。 一 个 拟 阵 称 为 是 图 拟 隆 ,车 它 是 某 个 图 的 圈 拟 阵 ; 
PAR BRE, AEE TRE FAME ee TEE 
的 拟 阵 是 图 氢 陈 或 余 图 拟 阵 ， 从 而 无 意 中 和 解决 了 电网 络 理 论 中 以 
前 没有 解决 的 一 个 问题 。 

不 是 图 拟 阵 也 不 是 余 图 拟 隆 的 .一 个 拟 阵 的 最 小 的 例 是 由 取 
M={1, 2, 8, 4) 和 六 的 所 有 83- 元素 了 集 为 辕 路 得 到 的 自 对 偶 
Wo 

托 特 [T19] 给 出 不 是 图 拟 阵 的 另外 一 个 例 ， 它 含有 有 轮 形 图 
Wr Kit On. “CARE ent 个 回路 ， 因为 在 - -个 轮 
形 图 中 这么 多 数 日 的 图 。 对 于 这 个 拟 阵 , 我 们 从 回路 的 集中 去 
FARAH AT Oo 在 这 个 集中 青 加 入 所 有 “有 辐 的 缘 ”( 匈 图 
13.5 中 的 子 图 中 的 线 的 集 )， 则 可 以 证 明 ， 这 样 产 生 一 个 新 的 氢 
H 它 不 足 图 损 阵 或 余 图 拟 阵 。 这 个 氢 隆 称 为 一 个 音阶 旋 拟 隆 , 它 


由 吧 个 回路 所 生成 
一 个 拟 阵 甚至 是 图 拟 阵 也 不 一 定 又 在 余 图 拟 阵 。 例 如 , Kati 


R135 Ws 的 旋 拟 阵 中 的 新 环 路 。 
图 拟 阵 不 是 余 图 氢 阵 。 Heh, 一 个 拟 阵 既是 图 拟 阵 又 是 余 图 氢 
阵 当 且 仅 当 它 是 某 个 可 平面 图 的 圈 拟 阵 。 


习题 


18. 江 给 出 一 个 二 部 图 的 邻接 插 阵 的 特征 。 

D 一 个 图 如 是 二 部 的 当 且 仅 当 对 所 有 奇 的 %， A 的 每 一 个 
对 角 线 元 都 是 0。 

13.2 G GEAT BREM 4 的 连通 图 ， 对 能 说 点 什 


可 a I8 
AL 车 
a) SRL, 
b) wei 是 一 条 桥 。 
18.8 eG) 是 一 个 有 邻接 矩阵 A WEG h HRR, 
则 
a) ex(@) -4 +r( A)", 
D (Gag ira) 29-2 aP he 
o) (@) = A fie at) ~bin( a") 5 È Saya) 
iy ip Fe ME DM) 
13.4 a) 车 G 是 一 个 不 连 道 的 标定 图 , 则 MH -TRA 
FHF 0, 
上 若是 连通 的 , CO RU OBE EA G 的 各 个 抉 的 生 
成 树 的 数目 的 积 。 


(布鲁克 斯 , 史密斯 ,斯 通 利 托 特 [BSSII]) 
13.5 令 如 是 有 线 m4, oo +, mo M-TH. EM Xp 
WER Mi= [人 如下: 
mye 车 a= ry, 
0 ， Be Bley RAG, 


~My =D Mino 
ies 


G 的 一 个 生成 树 的 项 是 指 它 的 线 的 积 **。G 的 树 多 项 式 定义 为 它 
的 各 个 生成 树 的 项 的 和 。 

ETENEE E M, 的 任何 一 个 余 因 于 的 全 是 全 
的 树 多 项 式 。 

18.6 是否 存在 两 个 具有 网 一 个 网 站 阵 的 赔 , EHTS 13.8 
中 的 图 更 小 ? 


* e(a) BARIL M 芍 迹 。 一 一 评话 
” A PALMAE TEER Zas pay err TPE AE NISL AIR 
一 译注 


对 名 天 六 


IN Bi S 加 M 


13.7 -ARR RARE” A RERE SN E op 
出 的 拟 阵 的 第 一 个 定义 。 

13.8 ATA Ga 和 Gy WB A det (4 一 红 ) 和 det (A, 
一 术 ) 棉 等, 则 这 两 个 图 称 为 是 同 谱 的 。 只 有 二 个 不 同 的 有 5 个 点 
的 问 谱 图 。 Œ. ea, C. (King) WR. C. T4) 

13.9 E 44G) 的 各 个 特征 值 都 不 同 ， 恕 引 指 每 一 个 非 恒 等 
的 睛 同 构 是 2 阶 的 。 (Be AEB (Mowshowitz) [M17]) 

13.10 S OE- TRARRE MUR AAS RA 
在 ), 使 了 (全) 的 每 个 元 等 于 1, Ep AEG MARE. WH 
图 有 这 样 的 一 个 多 项 式 当 且 仅 当 它 是 连通 的 和 正则 前 。 
(Bik & [所 45]) 

B 如 果 存 在 一 种 划分 , 使 元 素 的 集 8 划分 为 回路 , 则 此 
拟 阵 称 为 欧 拉 拟 隆 。 

a) 一 个 图 拟 阵 是 欧 拉 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 殉 拉 图 的 山 拟 阵 。 

D 并 不 是 每 个 欧 拉 拟 阵 是 图 拟 阵 。 

13.12 在 一 个 二 元 拟 阵 中 ,每 一 个 回路 和 余 回 路 的 交 的 基数 
是 借 数 。 一 个 二 元 欧 拉 拟 阵 的 每 一 个 余 同 路 的 基数 是 偶数 。 就 是 
说 , 它 如 所 预期 的 那样 ,一 个 二 元 网 拉 拟 阵 前 对 龟 是 -个 “二 部 拟 
BE”, 后 者 如 所 预期 的 那 伴 定义 。 GRAF (Welsh) [W9]) 


第 十 四 章 群 


Ril RM) 你 金色 辉煌 ， 
KD ROE 
黑夜 的 林 莽 ， 
是 什么 神 手 和 慧 目 
构成 了 你 那 可 怕 的 
匀称 体态 ? 


We FER 


从 王 的 理论 开始 出 现 的 时 候 起 ， 它 就 为 各 种 构 形 的 对 称 性 的 
研究 提供 了 -种 将 趣 而 且 有 力 的 搜 象 方法 ,所 以 ,对 在 群 与 周 之 问 
有 一 种 特别 有 效 的 相互 作用 这 一 点 就 不 足 为 奇 了 。 为 了 给 这 个 论 
题 作 好 准备 , 我 们 将 回忆 一 些 关 于 群 的 基本 的 有 关 事实 。 特 别 是 ， 
我 们 将 讨论 几 个 对 于 置换 群 的 运 筑 。 这 些 运算 在 图 论 中 超重 要 的 
作用 ,因为 它们 与 图 的 运算 密切 有 关 , 并 且 是 图 的 计数 理论 的 基本 
工具 。 

一 个 给 定 的 公理 系统 的 任何 一 个 模型 有 一 个 自 同 构 群 ， 图 也 
并 不 例外 。- -个 复合 图 的 群 在 适当 的 情形 下 可 以 用 它 的 组 分 图 的 
群 来 给 出 将 征 。 我 们 还 要 提出 关于 有 给 定 的 群 和 给 定 的 结构 性 质 
的 图 的 存在 性 的 结果 。 这 一 章 以 研究 对 于 它 的 点 或 线 对 称 的 图 结 
来 。 


1， 图 的 自 同 构 群 
首先 , 我 们 回忆 一 下 群 的 通常 定义 。 群 由 一 个 非 空 集 4 和 一 


个 二 元 运算 构成 ， 这 个 二 元 返 算 用 连 写 4 中 的 一 个 元 素 ma 和 as 
IRH aras 来 记 , 其 引 它 满足 下 列 四 个 公理 
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公理 1( 封 闭 标 ) 对 4 中 所 有 的 my，as， aa 也 是 A 
Tho 

公理 2( 结 合 性 ) 对 4 中 所 有 的 on, on, as, 有 

aa (aas) 一 (oa ao)aso 

公理 8( 单 位 元 素 ) 4 中 有 一 个 元 素 名 MFA ORT R T 

Rae 
a= ct=t, 

ABATE) 如 果 公理 3 成 立 ， 则 对 AAT a, 

有 一 个 元 未 , 记 作 at, 使 
ai=a tamie 

K—-PR RRA E LW —+—- PBA BR, BE 
射 的 通常 的 复合 , 构成 了 同一 个 集 上 的 置换 的 一 个 二 元 运 等 。 此 
外 ， 当 置换 的 一 个 集 对 于 这 种 运算 封闭 的 时 候 ， 公 再 2.3 4 
UL, EPR, BOE A 作用 在 对 象 集 AX 
上 , 划 141 称 为 这 个 群 的 阶 ,而 |X| 称 为 是 它 的 度 。 

甩 和 加 分 别 为 作用 在 集 X 和 了 上 的 置换 群 ， 我 们 用 ALB 
来 记 4 各 召 是 同 构 的 群 ， 而 以 4 三 B KE AM BEPERA 
是 恒 等 的 置 接 群 。 BOM, AXB 是 在 这 两 个 群 的 置换 间 存 
在 一 个 一 一 映射 h AOB, 使 对 4 由 所 有 的 oa aa, 

hlora) =h 0) A laa) o 
为 了 精确 地 定义 ASB, 我 们 还 需要 另 一 个 在 对 象 辣 的 一 一 映射 
f, XOY, Wi X 中 所 有 的 4 和 和 女 中 所 有 的 &， 
f (an) =h{a)f (2) a 

—CAGH—-P a RMA 与 它 自身 的 一 个 同 构 。 于 是 , G 
的 每 一 个 自 同 构 “ RV ARAB YER, a 
将 任何 一 个 点 映 至 另 一 个 与 它 的 度 相 同 的 点 。 显然 , 任何 一 个 蝗 
同 构 续 以 筋 一 个 自 同 构 也 是 一 全 自 同 构 ， 从 而 他 的 自 同 构 构 成 一 
个 作用 在 G 的 点 上 的 置换 群 , TG). CHAE HH, RARI 
为 G4 的 点 群 。 一 个 有 向 图 了 D 的 群 全 (DD) 可 以 类 似 地 定义 。 

AV EV EWES RER GHAR, WER 


1 


1. WHARE 18? 


/ 


141 两 个 么 图 。 


些 图 , 这 是 一 个 仅 有 的 自 同 构 ; 这 些 图 称 为 么 图 。 最 小 的 非 平 凡 么 
得 有 7 个 点 , 画 在 图 14.1 中 ,其 中 还 遂 了 另 一 个 有 6 个 点 的 么 图 。 
G 的 点 群 导出 另外 一 个 置换 群 


TG), oh G WR, EPHE 
全 的 线 上 。 为 了 说 明 这 两 个 群 之 则 se A s bs 
的 区 别 ， 考 虑 图 14.2 中 的 Kya, 


它 的 点 标 以 wz、 、w va, TEBE AR 
Bhan, Ba, Ba, Gs, Bso RR T(K, B142 “个 有 标定 的 点 
—2) 4 TEER, MAMA. 
(es) (va) (va) (va), (wn) (es) (oa wa), 
(0a) (oa (Pava), (a2) (vava) o 
AR BS BRS WR E SE, Ti (01) (va) Coa va) F R 
的 一 个 置换 , 它 使 rz 不 动 而 交换 Hoe 及 zo 与 wm。 按 这 种 方式 
可 以 看 出 ， 线 群 L (Kio) BPA RAM, EAA HAR 
上 列 成 员 导 出 : 
(em (oa) (as) (m4) (ars), (arr 4) (Wats) (za)， 
(2) (waw) (25), (21 23) (8304) (25) 。 
当然 ，K4 一 2 的 线 群 和 点 群 是 同 构 的 ， 亿 它们 确实 不 是 恒 等 
的 置换 群 , 因为 /1(K4 一 2) 的 度 等 于 5 而 了 (KK, 一 %) 的 度 等 于 4 
注意 线 xs 对 于 线 群 的 每 一 全 成 员 是 不 动 的 。 但 是 ， 其 至 将 对 象 
RERA 1, wa, Ta, Sa HL ao) 得 到 的 置换 群 也 不 与 
T(K, =e) AS, ABRAM AEA ERRA DE 
PAH, 此 外 ,还 可 以 证 明 ， BAR 相同 的 度 和 
相国 的 循环 结构 时 ,它们 仍然 不 一 定 是 杠 等 的 ; 网 滤 立 亚 (Pblya》 
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[P5, p. 176], 
下 一 个 定理 [HP15] ETP A, fh ABE rG) 和 
PUG) RW? 赛 别 度 西 [S1] 用 群 论 的 方法 证 明了 充分 
tk. 
EMILI 一 个 图 GG MARMARA BY CRS T 
一 个 孤立 点 , 且 Ke BAG HTX 
TER] St RIO PWR, Ea TO) KRR oF 
Ho 按照 Pa(G) 中 积 的 定义 ， 对 于 荆 (G) 中 所 有 的 % 8， 我 们 
和 有 
a'B' = (aß)' o 

FROG aa BALT@ALQLY-THAS. A 
TG) TO 

当 呈 仅 当 这 个 映射 的 核 是 平凡 的 。 

为 了 证 明 必要 性 , RETOS., Matt PERE) 
Meas, MAE TRAM MY R oM oa 我 们 可 以 定义 
CELE Hala) so, a(o) =v, WUT o, vB, alw) 
=0, M aži m asi, 若是 全 的 一 个 支取 下 > 的 线 为 
eum, MEMA PENETRA ati a =a 

为 了 证 明 充 分 性 , 假定 G 至 多 有 一 个 孤立 点 用 下 :不 是 公 的 
一 个 支 。 若 工 (G) 是 平凡 的 ， 则 显然 TOER RRE AT 
1(G) 也 是 平凡 的 。 TEREFE acr alu) otu 则 
4 的 度 等 于 名 的 度 。 因 为 i 和 % 不 都 是 孤立 的 ， 所 以 这 个 旗 不 是 
零 。 以 下 分 两 种 情形 , 

情形 1 “邻接 于 9。 令 Y=t， 因 为 下 ?不 是 一 个 支 , 4 和 
4 的 度 都 天 于 1, 所 以 有 一 条 线 %#z REFU T) 关联 于 
Vo U aly) ty, Mati, 

情形 2 4 不 邻接 于 wm。 今 4 为 任何 一 条 关联 于 4 的 线 。 则 
oo #0, Fati, WH. 


* 符号 现在 同 
的 含义 。 一 一 


WERE ED SARE EA LE CRITE 
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2. 置换 群 的 运算 


用 个 对 于 置 欣 铬 的 重要 运算， 它们 产生 另外 的 置换 尹 。 我 
们 现在 讨论 四 个 这 样 的 二 元 运算 ; M BARNEN 

令 4 为 一 个 置换 群 ,其 阶 mm- || PASE Ad, 此 群 作用 在 集 
对 一 {wy ty, …， ta 上 。 又 令 卫 为 另 一 个 置换 铬 ， 其 阶 w 一 |B 
MESTE HEME {7 Ya =, yd 上 。 WW, ARCs, 8 
BERE, HHE X= (1, 2，3} 上。 则 Cu 的 二 个 置换 可 以 写成 
O), (123182), RS B=S, 2 阶 对 称 群 ， 作 用 
HY =(a, D} 上 , BERN A (5) 和 (aB)。 我 们 将 用 这 两 个 置换 
群 来 说 明 这 里 定义 的 各 人 二 元 运算 。 

它们 的 和 * 4 二 如 是 一 个 置换 狂 , 它 作用 在 不 相交 的 并 X UY 
上 ， 它 的 元 素 是 4 中 的 置换 a 和 中 的 置换 的 所 有 有 序 对 , 记 
fe otB. XUY 的 任何 一 个 光 素 ?由 a+ 以 下 列 规则 置换 ， 

ot, 42EX, 
(+2) -二 aer. (14.1) 
于 是 Os 十 Se 有 6 个 置换 ,每 -个 都 可 以 写成 置换 uc Cs 和 REgs 
WAH, MC123)(ab)=(123)+(ab), 

AR Bie Ax BRE, EERIE XY b 
MEHR APNE Ke PPAR e RRAN, ice 
axbo WIER, XXY WER, y) th ax 8 EARLE, 

(ax) (æ, 9) = (ax, Bu) o (14.2) 

BACs xSs 的 阶 也 是 6 但是， 虽然 它们 的 和 O+S WEE F5, 

它们 的 积 的 底 却 等 于 6。 相应 于 和 中 的 置换 (123) 二 (3 )， 在 

Csx Ss HAR A ( Le 2b 3a 1b 2a 36); 其 中 为 了 简便 起 见 ， 用 le 
ied, a), 

“A 48 BCA around B) 的 合成 ** ALB] thie EX XY 


suppenieran) 


f iR (Littlewood) [L3] 称 为 
PHA rath produc)’, J 1184 Hale é 
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上 。 对 4 BREA aF BPR CAN AAS TDD) A TE A 
(Bi, Ba +, Ba), Æ ALB ATH - BRB, ifia Ba, Ro, 
…， Be), MT X XY 中 的 (wx, y), 

(ay Ba, Bay, Ba) (oo W) = Com, Bayo (14.3) 
合成 Ca[Sq] 的 度 等 于 6, EMME P 4, Os(S HAE 
RUG RZEX XY EWER HIRT OL o 记 作 
lo, 用 定义 (14.3) 可 以 验证 (C128); @)@), (ob), (2) (5)) 
可 以 表示 为 (le 2a 8b 1b 26 8a), HER 六 [Ca 的 阶 为 183, 所 以 不 
同 构 于 Cs[Ss]。 

Be” Goth BY, 它 作 用 在 Y*Y E, YEMA hX AY 
的 函数 的 集 。 我 们 总 是 假定 等 群 所 作用 的 有 不 正 一 个 函数 。 对 于 
每 一 对 4 中 的 贤 换 w 和 卫 中 的 置换 B， 在 如: 中 对 应 有 唯一 的 一 
个 置换 , 记 作 Bo BAVA EAA BRM Br" 在 了 < 中 任何 一 个 范 
数 了 上 的 作用 ,这 个 方程 给 出 了 每 一 个 =E 在 函数 BF FOR, 
(EF) (@) =BF a2) o (14.4) 
SoM SP 的 阶 等 于 6 而 度 等 于 8。 记 用 (td 和 AD Bw, 由 
a=(128) 和 B=(a8) 得 到 的 这 个 群 中 的 置换 有 一 个 长 度 等 于 
2 的 循环 和 一 个 长 度 等 于 6 的 循环 。 
表 14.1 总 结 了 关于 这 四 种 运算 每 一 种 的 阶 和 度 的 结果 。 


RUI 置换 群 的 运算 


我 们 现在 指出 ,这 由 种 运算 中 有 三 种 实在 并 不 是 不 同 的 。 

ZRI? PH A+B, AXB, Bt 是 同 构 的 。 

容易 证 明 4 十 B 关 4x。 为 了 看 出 AF BEB, KATE RO 
* 还 没有 其 他 名 字 。 
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Bh BA-BK fsa te", ETARE S EA al 
Ho 注意 这 二 种 送 算 郁 是 可 父 换 的 RKE, AtB=B+A, 
AXB=BxA, BIZA’, 
并.2 为 五 个 有 和 名 的 度 等 于 p 的 置换 群 强 进 了 记 法 。 用 了 了 
这 些 术 语 ,我 们 可 以 描述 出 两 族 有 p 个 点 的 熟悉 的 图 的 群 。 


表 才 .2 度 等 于 p HR 


wo Br 定 X 


eo p) EMER 


RRR Ay 

a 环 群 Cp P? 

TE fk OF D; 2p 下 生成 
单位 元 次 群 E, 1 H-A BER CO) (2) …(p) 。 


定理 14.3 a) HIG) ES, 4A G=K,RE-K,, 
b) AG EKRSF p HA, MIG) 二 Dy。 
FEATHIRMWRET p RRE, 5 和 Ds, 属于 有 Pp 个 点 
WH. ATH oes, 存在 有 了 个 点 的 么 图 ,而 且 事 实 上 , 当 2>> 了 
时 有 一 个 么 树 。 


3. 复合 图 的 群 
我 们 现在 已 经 可 以 研究 联系 于 一 个 图 的 群 了 ， 这 个 图 是 由 共 
他 的 图 经 过 各 种 运算 得 来 的 。 因 为 一 个 图 的 任何 让 同 构 保持 邻接 
性 和 不 邻接 性 ,立即 可 以 得 到 一 个 明显 的 然而 大 重要 的 结果 。 
定理 14.4 一 个 图 和 它 的 补 图 都 有 同一 个 群 ， 
rr. (44.5) 
ASE EE? EARNE EH TER 8 BY 
FR SM eR AT EU CWS RRA. He 
Bp rucht) [F10] 叙述 了 一 个 图 GW, BA 
不 相交 地 重复 4 以 而 成 。 


“RY flay 8mma8, RLM IC SRA. FREE 
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定理 14.5 车 他 是 一 个 连通 图 , 则 

Tna) =S (14.6) 

ATUBE TSE, PEGS ERRE SES]. G 
的 一 个 日 同 构 总 可 以 如 下 得 到 ， 先 对 这 所 个 三 角形 每 一 个 任意 施 
行 一 个 自 同 构 ,然后 再 对 这 些 二 角形 之 问 施行 任意 一 个 置换 。 

定理 14.6 EGM G MR, EMA LLA LY Oy 
图 , 则 


T(G UG) =D (G1) +P (Gs) (14.7) 
任何 一 个 图 他 RWS GG UG UG, Kop 
VEGANS GMX. 应 用 上 耐 两 个 定理 ， 我 们 有 结 
R, 
E =S GNH] +--+8,,[2 G1, (14.8) 
系 1.6(a) ”两 个 图 的 并 的 群 是 它们 的 群 的 和 ， 
T(G1UG)sT(G) HTG) (14.9) 
HERH Oy 没有 一 个 支 同 构 于 Ge 的 一 个 支 。 
由 定理 14.4, 上 述 的 系 和 两 个 图 的 联 的 补 图 是 它们 的 补 图 的 
并 ， 


Gite UG, (14,10) 
即 可 得 到 下 一 个 系 。 
#146) 两 个 图 前 联 的 群 是 它们 的 群 的 和 ， 
EG +42) =P G1) +P (Gs) (14.11) 
SAY G, 没有 一 个 支 同 构 于 G 的 一 个 支 。 
对 于 一 个 非 平凡 图 名 BG=GxGs BSG RG EER 
的 , 则 G 称 为 是 素 的 ; BG 不 是 素 的 , 则 它 称 为 是 复合 的 。 
赛 别 度 西 [S5] 注意 到 图 的 笛 卡 儿 积 是 交换 的 和 结合 的 。 他 
也 导出 了 一 个 准则 ， 用 来 判定 两 个 图 的 积 的 群 是 否 是 它们 的 群 的 
积 。 风 为 他 证 明了 一 个 非 平凡 图 是 素 图 的 唯一 的 积 ， 所 以 两 个 图 
互 素 的 意义 是 明确 的 。 
定理 14.7 当 且 仅 当 Ga 和 Ga BREEN, 两 个 图 的 积 的 群 是 
它们 的 群 的 积 , 即 
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P(x) =P(G) xP (Gs) 0 (14.12) 
赛 别 度 西 从 条 提供 了 一 个 淮 则 ， 用 来 判定 两 个 图 的 字典 式 积 
《合成 ) 的 群 是 它们 的 群 的 合成 , 从 而 解决 了 [H2 由 中 提出 的 问题 。 
一 个 点 % 的 邻 域 是 由 所 有 与 v BRRR o HRR N Uo MA 
3% N [u] =N(u) U fu}. 
定理 14.8 G 不 是 全 不 连通 的 ， 则 当 且 仅 当下 列 两 个 条 
件 
1. HG 中 有 两 个 点 有 相同 的 邻 域 , 则 Gs 是 连通 的 ， 
2. 车 人 中 有 两 个 点 有 相同 的 闭 邻 域 , 则 名 ,是 连通 的 ， 
成 立时 , 两 个 图 Gi 和 Gs 的 合成 的 群 是 它们 的 群 的 合成 , 即 
P(E =P G4) (Ga) 10 (14.13) 
由 这 些 结果 ,所 有 有 2<4 ARR R NRR MARAS RR 
来 , 其 中 之 一 , 即 下 ;一 z 的 群 已 经 在 前 面 说 过 。 不 连通 的 图 的 群 
没有 在 表 14.3 中 给 出 , 体 可 以 应 用 定理 144 得 到 。 
RU 小 的 连通 图 的 群 
图 # 


使 EAS RRT ARR RE E T ERE A R R EE 
MRA. WIN TERAN- -种 图 的 运算 来 实现 它们 的 群 的 合 


194 Ri la 群 


成 ,但 只 能 实现 到 群 同 构 。 

两 个 图 G 和 Ga 的 冠 GaeG。 JET A PAN BB [FH1] 定义 
的 ， 它 是 一 个 图 G, 由 取 一 个 G (ERA PMA tO, 然后 
联结 Gi 的 第 i 个 点 和 第 个 Gs 的 每 一 个 点 来 构成 。 对 于 图 
全 一 区 和 G4 一 Ka, 两 个 不 同 的 冠 G4oGs 和 GG MEE 14.8 
中 。 由 冠 的 定义 可 得 , GaeGs 有 (I 二 pa) 个 点 和 gt pigat Ppa 


i 
Gr G GG Ge NVD 


14.3 两 个 图 和 它们 的 两 个 冠 。 


定理 14.9 当 且 仅 当 EMG, RAMAN, WG 和 
Ga 的 冠 的 铬 可 以 用 它们 的 和 群 的 合成 显 记 为 
T(G) =f (G) LEH (Gs) Jo (14.14) 
应 用 系 14.6(a) 到 (14 .和 中 的 项 A, REA PR 
系 至 .9(a) 当 且 仅 当 G 或 @ 没有 孤立 点 时 ， 两 个 图 的 冠 
GG; KIRJE TETEA R L(G) [了 (Gs)]。 


4. 有 给 定 群 的 图 


科 尼 希 由 10, p. 加 问 ， 什 么 时 候 一 个 给 定 的 抽象 群 同 构 于 某 
个 图 的 群 ? 弗 鲁 协 [Y8] 构 造 地 给 出 了 这 个 问题 的 一 个 肯定 的 回 
答 。 他 在 证 明 每 一 个 样 是 某 一 个 图 的 群 时 利用 了 遍 莱 的 “一 个 群 的 
色 图 ”[C 纠 ,我们 现存 就 来 定义 它 。 今 五 一 {fo， 记 ，…; frab th—- 
FPA, 它 的 单位 元 素 是 .jo。 对 于 五 中 的 每 一 个 不 是 单位 
元 素 的 元 素 六 ,指定 一 种 不 同 的 阁 色 。 如 的 区 图 , 记 作 厂 (z)， Æ 
PSHE AH, CAE Fe pat Bo ih AT 
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DP) 的 但 一 条 强 ， 例 如 由 了 到 fy 的 弦 ， 标 上 指定 给 五 的 元 素 
FOF 的 颜色 。 当然, 实际 上 我 们 只 龙 简 单 地 在 D AL 
LF MGR. 

例如 ， 考 虑 8 AR, C= 
{0, 1, 2}, GE DC) MAE 14.4 
中 。 

Jet DEWEY TRUER, EB 
SRA AE AAJA 

引 理 14.10(a) 每 一 个 有 限 群 
五 同 构 于 DCF) 的 那些 保持 弧 的 颜色 
AULA Be Bia MEGYER 

为 了 构造 一 个 图 G, 它 的 群 荆 (G) MATE, see A + 
双 根 图 来 代替 DCF) 中 的 每 一 条 强 六 六， 对 于 共有 同一 种 颜色 的 
BRM, 我 们 在 代 换 时 就 用 同一 个 图 去 代 换 它 。 代 换 弧 .PP 的 
图 我 们 画 在 图 14.5 中 。 


i 仿 所 了 一 fi, 引进 新 的 点 
i | {um} 和 {vm}， 使 在 图 
: H 14.5 PK Sw, ug Ao, 
f $ $ T om AMAER DD 


一 2 和 24 一 工 个 点 。 HH 
BID KEMIS WRI. 上 ， 井 每 协 的 这 种 构造 是 
对 每 一 条 弧 AS 指定 一 种 有 色 无 向 科 头 。 于 是 得 到 的 图 G 有 
(m1) S, ALG) =F. 
定理 14.10 对 于 每 一 个 有 限 的 抽象 群 卫 ， 存 在 一 个 图 G， 
T(G) F EH 
由 循环 群 Cs BEX Hy EBAR AE A 14.6(a) 中 。 由 这 
个 例子 亚 然 可 以 看 出 ， 用 这 种 办 法 构成 的 任何 一 个 图 中 的 点 是 太 
多 了 。 当 一 个 群 已 知 有 %<w 个 生成 元 素 时 ， 可 以 得 到 一 个 点 数 


PETE IDOE PEJA G CH tn) AFVEE FDA, A Ross DUP ap 
wha ~~~ HU 
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四 
AMG 群 是 0s 的 弗 鲁 协 疼 和 一 个 较 小 的 这 种 图 。 


比较 少 的 图 具有 这 个 给 定 的 群 。 在 这 种 情形 , BARBER AT 
相应 于 m 个 生成 元 素 的 那些 有 疝 线 。 于 是 对 于 一 个 给 定 的 群 , 可 

以 得 到 -一 个 含有 %Cm 十 (2m 十 1) 个 点 的 图 。 因 为 Cs 可 以 由 
一 个 元 素 生 成 ， 所 以 对 于 Cs 有 一 个 有 18 个 点 的 图 , EMA 


44.6(5) 中 。 
; HERP TWT R ip iF, 
A \ 这 可 以 从 图 14.7 中 的 网 看 出 。 24 R 
是 自 同 构 群 为 3 BRIS VAN 
a Si 之 一 (UPB, EHO PAH IS 条 线 。 
= 后 来 ， 弗 鲁 协 [F9] 证 明 ， 也 可 以 限 


~ 定 全 是 一 个 三 次 图 。 于 是 很 明显 要求 
BIAT 屋 为 Ca 的 GHP AEN BR AE — 

a 个 严格 的 限制 。 事 实 .上 , BEETS (82) 
证 明了 ， 可 以 局 时 有 许多 图 除了 具有 一 个 给 定 的 抽象 群 外 还 具有 
隐 种 别 前 特性 之 一 ,例如 连通 度 、 色 数 和 正则 度 。 

定理 14.11 给 定 任何 一 个 有 限 的 , MRR HEAL PA 
一 个 整数 (1 志 I 忆 区 ， 有 无 限 多 个 不 局 凸 的 图 G,， 使 9 为 连通 
的 ， 没 有 一 个 点 在 每 一 个 自 同 宰 下 都 是 不 动 点 ，2"《G) 之 ,6 还 
具有 性 质 二 ,它们 定义 为 
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Py, «(G =n, a>, 

Pa 7(0) =n, n>2, 

Ps Gien HIP, n>3, 

Pao GA-PDERTA, EBETA E E 

在 定理 UD RR, PI Clebicki) LI] 探讨 了 构造 
一 个 既 有 给 定 的 生 又 癌 时 满足 这 些 条 件 中 的 区 个 图 的 问题 。 利 
用 赛 别 度 目 [850 的 关于 责 个 图 的 职 的 结果 并 旦 作 了 某 种 构造 ， 他 
可 以 得 到 一 个 关于 具有 任意 色 数 的 任意 度数 的 正则 图 的 相应 结 
Bo 

系 14.11(a) 给 定 任何 一 个 有 限 群 了 各 整数 % 和 m， 其 中 
n>3 及 2<m<<n, 有 无 限 多 个 图 久 使 人 (二 Bx(G) =m,， H 
G E n EENH o 


与 .对 称 图 


贸 中 对 称 性 的 研究 由 福 斯 特 (Foster)[F6] 所 创始 ， 他 列 出 了 
一 个 对 称 三 次 图 的 表 。 图 G 的 两 个 点 如 和 v 称 为 相似 的 ,车 对 仓 
的 某 一 个 同 构 w et) 一 we 不 相似 于 其 他 任何 一 点 的 点 称 为 不 动 
点 。 两 条 线 和 一 全 位 和信 一 妇 oa 称 为 相似 的 ， 若 有 G 的 一 个 得 
ia, (E ali, 0) 一 {ws, ob. RNAS RE AMIN Ro 
一 个 图 是 点 对 称 的 , 车 它 的 每 一 对 点 是 相似 的 ; 它 是 线 对 称 的 , 若 
它 的 每 一 对 线 是 相似 的 ， 它 是 对 浆 的 ， 车 它 既是 点 对 称 的 又 是 线 
对 称 的 。 图 14.8 中 给 出 了 最 小 的 点 对 称 而 不 线 对 称 的 图 (三 楼 形 
下 ，X 民 ) 及 最 小 的 线 对 称 而 不 点 对 称 的 图 ( 星 形 图 Kaa) 。 


B48 一 个 点 对 称 的 疼 和 一 个 线 对 称 的 图 。 


注意 ,车 a 是 如 的 一 个 自 同 构 , 则 显然 8 一 4 和 他 一 a( 夫 是 同 
HM. THE, Bu Ae ERRE, W G 一 %s 人 一 ve。 这 个 命题 的 着 
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意料 地 不 成 立 *%、 图 到.9 中 的 图 提供 广 一 个 反 例 。 
它 有 不 相似 的 点 纪 利 %, HB G-uxG—o, 并 且 这 个 图 是 最 小 
的 , 见 [HE5]。 


人 LN 


Bita -个 狂想 的 一 个 反例 。 


一 条 线 emu HAIER ds, 四)， 其 中 本 一 daegw Al da= 
dego, 一 个 图 是 线 正 则 的 , 若 
所 有 的 线 都 有 相同 的 度 。 在 图 
ad 14.10 中 画 了 一 个 完全 二 部 图 
五 sa， 它 是 线 对 称 的 ， 但 不 是 
点 对 称 的 ， 而 且 是 (2, 3) BERR 
B10 一 个 线 王 划 的 线 对 称 图 。 正则 的 。 
下 而 我 们 叙述 一 个 属于 爱 伦 -道人 《Elayne-Dauber) 的 定理 ， 
它 的 系 描述 了 线 对 称 图 的 性 质 。 注 意 下 列 显然 的 然而 备 要 的 结 
果 : 每 一 个 线 对 称 图 是 线 正 则 的 。 
定理 姓 .12 每 一 个 没有 孤立 点 的 线 对 称 图 是 点 对 称 的 或 是 
二 部 的 。 
[证 明 ] 考虑 一 个 没有 孤立 点 的 线 对 称 岁 G， 它 有 2 条 线 。 
则 对 于 任何 一 条 线 w&， BAG KG SHIA a, oa, +, a 将 
CRAG WER. Far, Virf{arlrr), =, ae(o2)} 及 
Vo= {a (0a), +, Ga《V2)}。 因 为 GG 没有 孤立 点 , Vi Va 的 并 是 
世 。 有 两 种 可 能 性: Va M Va AS NRA PEA A 
情形 1. 车 vy 和 Vs 是 不 相交 的 , 则 Gf 是 二 部 的 。 
FRV 中 任何 两 个 点 名 各 1。 车 它们 基 邻 接 的 , 则 有 一 条 
线 4 联结 它 们 。 从 而 对 某 个 自 同 构 a. RNA alo) yo RA 
会 这 两 个 点 中 有 一 个 是 在 也 中 ,而 另 一 个 在 Vs 中 ， 这 是 一 个 矛 
* 乌拉 姥 猜 起 的 一 个 看 来 成 立 实 在 是 错误 的 证 滑 强 烈风 依赖 于 这 个 道 命题 
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盾 。 从 而 Va Va BIRR AYA RAE, A — RR HE DD 
一 个 子 集中 的 西 个 点 。 按 定义 , Gf 是 二 部 的 。 

情形 2. BV AMVs 不 是 不 相安 的 ， 则 对 是 点 对 称 的 。 

SUAVE WERT, RIEME u 和 名 是 相似 的 。 
Bu Mw MEV, PRERE Vath, Faki RY, EM oR 
到 关联 于 如 的 一 条 线 上 。 ROR oRAAKRT UNR LE, 
W Bam1(w) 一 w。 所 以 在 同一 个 子 集中 的 任何 两 个 点 和 是 相 
MUN. Hut Vial we Vath, 令 % 是 茎 在 Fi 中 又 在 Vs 中 的 
一 个 点 。 因 为 。 既 相似 于 % 又 相似 于 ww, 各 是 互相 相似 的 。 

系 14.2(a) 若是 线 对 称 的 ， 且 每 一 条 线 的 度 是 (ds, da), 
而 而 关 da, N G ERR 

R142) 车 一 个 没有 孤立 点 的 图 是 线 对 称 的 ， 有 奇数 个 
H, LRE ARKEN (di, da), W hamdo, WERT. 

系 12O 车 GF 是 线 对 称 的 , AURAA, ERE d>p/2 
度 正则 的 , 则 G 是 点 对 称 的 。 

由 这 三 个 系 ， 还 没有 给 出 特征 的 线 对 称 图 只 有 那些 有 倘 数 个 
点 而 且 是 4<p/2 度 正则 的 图 。 有 6 个 点 的 多 边 形 是 这 种 线 对 称 
图 的 一 个 例子 , 它 既 是 点 对 称 的 又 是 二 部 的 。 二 十 面体 ,十 二 面体 
各 彼得 森 图 是 点 对 称 但 不 是 二 部 的 线 对 称 疼 的 例子 。 但 是 , Wi 
曼 (Folkman) [F5] 发 现 ， 并 不 是 所 有 正则 线 对 称 图 都 大 点 对 称 
的 。 

定理 14.18 当 p>>20 上 且 可 以 被 4 除 尽 时 ， 存 在 一 个 有 了 个 
点 的 正则 图 G， 它 是 线 对 称 揭 但 不 是 友 对 称 的 。 


6. 高 度 对 称 图 

按照 托 特 E[T10] 的 定义 ， 一 条 tr 路 是 一 条 长 度 为 n 且 有 确定 
的 起 点 的 通道 , 共 中 没有 一 条 线 接 寂 它 自己 的 后 面 。 一 个 图 @ 称 
为 or 可 迁 的 ， wel, EER- n-i, HERF G Mk n- 
总 有 一 个 自 同 构 将 它 映 到 田 外 任何 一 条 %- 上 路上。 显然 , 一 个 任何 
KEKR TIEI n den-a ER. Bih RREN n WR 
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是 %- 可 迁 的 。 注 意 并 不 是 每 一 个 线 对 称 图 是 1- 可 迁 的 。 例 如 ,图 
14.8 中 的 线 对 称 图 Ks 中 没有 一 个 自问 构 将 1- 路 ww 映 到 二- 路 
vw Eo 

EW 是 一 条 mw- 路 如 mm On, Nu ERR wx 外 任何 一 个 邻接 
于 的 点 , 则 mm -路 eyo BOW ee tk, HW 的 终点 是 
的 一 个 端点 , WR W 没有 后 继 。 正 是 为 了 这 个 原因 , 我 们 在 
下 面 两 个 定理 中 限定 他 蚌 一 个 没有 端点 的 图 。 我 们 现在 有 一 个 
可 迁 性 的 充分 条 件 [T20, p. 60], 

ERIL 令 昌 是 一 个 没有 端点 的 连通 图 。 车 分 是 一 条 
1H, 使得 对 于 W WSR SRE CWP BOW 映 到 这 
RARE MG Enak 

在 wr 可 迁 性 与 一 个 图 的 围 长 之 间 有 一 个 直接 的 关系 [T20, p. 


61] 。 
EEMI EGRE TEN, MREMA, 它 没 
HRA BES g, 则 n<1+g/2。 

用 定理 14.14 可 证 明 图 14. 寺 中 的 
BREMEN, A, eR 
14.15 SSE WE AR HE BATE 

FENN E, ARR 
SUED “EAI He ne PR 
性 。 一 个 图 称 为 是 or 单 可 迁 的 *， 车 
它 是 连通 的 , 三 次 的 , w- 可 迁 的 , 而 县 车 

MIA AAR. Rn- W 和 本 。，G 恰 有 一 
SARH a, HaWi=We, 对 于 m3， 一 个 %- 笼 是 一 个 有 最 少 
可 能 数 日 的 点 列国 长 等 于 的 二 次 图 。 下 一 个 命题 所 刘 了 关于 笼 
的 知识 [T20, pp. TL~83] , 

定理 14.16 对 于 每 一 个 n>3， 存 在 一 个 - 笼 。 对 于 n 一 3 
到 8, AME 的 o RMA PIED IEEE 单 可 迁 的 ， 
Hp t(8) =2, t(4) 一 区 5) =3, t(6) =t(7) 一 4 和 1(8) 一 5。 

* 在 [T2, p. 62] 中 称 为 -正则 的 Cn- regular) a 
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Rid 已 知 的 第 
n nE Joon | ag 
3 | naeem | 6 p14.11) 
4 Kos (18 2.5) | 7 E aH (MeUee) F(A 14.18) 
5 SBR A (IB 9.8) i 8 ha (Levi) Al (H 14.13) 


图 妊 .13 8- 算 足 上 列子 图 六 所 注 标定 的 并 。 


对 二 m5, BA n- ERKE, 从 而 没有 nw ARTERY ite 
Fels WAGHRONS), Rihi A esd, RELA a Huh IE, 
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特别 中 ,由 全 协和 构 成 了 一 个 工 单 可 迁 图 , 它 的 图 长 为 12, 月 
482 个 点 。 方 体 @ 和 十 -而 体 (图 二 .5 是 2- 章 可 迁 的 。 竹 点 斯 特 
[010] 发 现 了 除了 4- 千 和 5- 党 以 
外 的 几 个 3- 单 可 迁 图 。 上 其 中 之 
-BiA 14.14 中。 
这 个 图 是 在 [CH3] 中 定义 的 
一 族 图 中 的 一 个 。 对 于 55 中 的 
任何 一 个 置换 w， 一 个 标定 图 G 
H a- ERIE RAINE G 
G 和 人 的 并 *, 再 加 上 联结 人 的 
A oi FD Go 的 点 we 的 线 。 于 是 ， 
BUM B-P ATER A1414 给 出 了 图 Ow 的 一 个 时 
RE. ADAM Lil Cs 的 所 有 四 个 党 换 图 。 


3a 
14.3， 求 下 列 各 图 的 群 
(a) BK, O) KstO% © Kan 
@ KyslKsl, (0) Kas, 
14.2 车 日 有 一 个 点 ， 它 不 在 一 个 长 度 等 于 4 的 网上 , 则 G@ 
ERN (BURETE S21) 
1.3 9G HN, p>3, NL) RW MEOH 
是 Kmn m, n>2。 Coa ARLP) 
14.4 HRA OA AN 1D RR M E CE 5 LT 
TH), ERRET 3 BRI (eee LANNE AR RLS] 
14.5 构造 一 个 用 PAREDE, BALE 6 MAR 
14.6 构造 -个 有 4 HO, EREHE T Breen. 
BEALE L833) 
"14.7 令 ckm) 是 一 个 具有 与 Cn IRV STS RAIL PY 
RPEN, MAS moat, Seen Ae, (om) WE 


3 题 203 
a) c(Q2)=2% c(2Q)=%+6, 4 r>l, 
b) ego W+ 对 
c) e(a) w+n 对 
DE Hmi- eR ER, c《m) 也 可 以 算出 ,但 表达 式 更 复 
Re] (R. L. 梅里 韦 什 (Meriwether)) 
14.8 没有 少 于 6 个 点 的 非 平 凡 么 图 。 
14.9 没有 少 于 了 2 个 点 的 二 次 么 图 。 
14.10 构造 一 个 三 次 图 , CHAE 3 阶 循环 群 。 
隆 . 世 ”彼得 森 图 的 群 恒 等 于 ;的 线 群 。 
14.12 存在 一 个 图 G， 它 的 和 TARE Dp, (1G AIR 
个 净 或 它 的 补 图 。 使 这 个 条 件 成 立 的 好 小 的 了 等 寺 多 少 ? 
14.13 WT p>3, RAA EG WTG) = 如 或 Cr。 当 
P>4 i, RA-—TP AH D fi PD) = 4,, 
《 卡 格 纳 (Kagno) [Kt], rhe E AART] 
14.14 其 有 回 构 于 Sa, 3, 的 群 的 连通 图 只 有 
a) 站 个 点 的 是 K,, 
D 有 rn 二 1 个 点 的 是 Kin, 
©) 有 mw 十 2 个 点 的 是 Kit Kano 
{ 格 维 尔 兹 (Gewirtz) 和 昆 塔 斯 (Quintas) [GQ11) 
14.15 REDERE F, $ GU) 是 由 弗 盘 协定 理 得 到 的 
图; 则 GG(8) 的 每 -个 非 恒 等 的 白 问 移 没 有 不 动 点 。 
14.16 含有 不 相似 点 & 和 使 人 一 uw 人 一 4 的 最 小 的 树 是 
什么 ? MAREMMA RHP) 
14.17 每 一 个 连通 的 点 对 称 图 G 是 一 个 块 。 
14.18 一 个 旦 多 边 形 是 一 个 图 G6 它 有 一 个 生成 图 
Urta Dp Cr, 使 得 车 01 Oy 在 日 中 时 , 则 对 所 有 5 一 2m 一 1 (mod p) 
Hik nn EGH 一 个 点 的 数目 是 米 数 的 连 遂 图 是 点 交 称 
的 当 具 仅 当 它 是 一 个 是 多 边 形 。 (Fay Turner) [T4]) 
14.19 证 吉成 在 定 下 列 5 个 陈述 : 若 两 个 网 是 点 对 称 的 ( 线 
对 称 的 ), 则 它们 的 联 , 程 ,会 万 各 冠 也 是 点 对 称 的 ( 线 对 称 的 )。 
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14.20 人 符 -- 个 奇数 度 的 对 称 的 连通 图 是 1- 可 迁 的 。 
( 托 特 [T20, p. 591) 
14.21 每 一 个 对 称 的 ， 连 通 的 三 次 图 对 于 某 个 呈 是 史 训 还 
的 。 ( 托 特 [FT20, p. 63) 
14.22 ” 找 出 使 得 一 个 图 的 点 税 和 线 群 伍 等 的 必要 充分 条 件 。 
CRR BLA AB RHP 15) ) 
14.23 #6 Bey, WIO Er) AERA aA 


Ky, Koate, Ka e R Kio ( 囊 特 尼 [CW14]) 
14.24 GG RAMA, WG) BER S245. 十 … 上 8 
的 一 个 群 。 《麦克 安德鲁 [M8]) 


14.25 度 等 于 p 的 双 可 迁 置换 群 仅 有 5s 是 图 的 群 。 

14.26 2 AF BRN PAB EER X= (as, ao, o, aa} 
AY EMR. FRAL 是 作用 在 了 < 的 各 个 函数 上 的 置 
换 群 ， 对 于 A 中 每 一 个 咒 换 w 利 召 中 的 凤 换 的 每 一 个 岸 列 Aa 
Bo, +, Be, 在 [B]4 中 有 唯一 的 一 个 置换 [ay Ba, Be, …， Bal, W 
HA PH o MYT pH f, 

La; Bu Ba, +, Bal fle) = Bf aw) o 
则 方 体 @ WE S21, 而 E na 的 线 群 为 [Se。 
MES) 
*14.27 存在 唯一 的 一 个 最 小 图 , 它 是 4 度 正则 的 , 围 长 等 于 
5, 4i 芭 个 点 而 且 它 的 群 同 构 于 二 面体 群 Dis。 
《 罗 伯 逊 [R18]) 
14.26 令 G 为 一 个 38- 连通 的 可 平面 的 (p, OB, CHR 
等 于 8 Wl dgs 是 一 个 整数 ; 此 外 , s= 49 MAME REA 
拉 图 图 之 一 。 


CHL (Weinberg) W8], 哈 拉 里 和 托 特 [HY4]》 

14.29 任何 一 个 树 的 群 可 以 由 对 称 群 经 过 和 及 合成 丙种 运 
算得 到 。 《 波 立 亚 TP5， p. 2091) 
14.20 在 上 个 对 象 上 的 2 开工 个 对 换 an), Ware), K 
SRA AE Sy HURAE p AAM pi RR ww 的 图 是 一 个 
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Bhs ( 波 立 亚 TP5]) 
14.31 一 个 标定 的 2_ 连 通 图 让 的 a EM RE BO) 
手 仅 当 如 是 外 可 平面 的 ,并 县 G 可 以 画 在 平 记 上 将 它 的 点 循环 保 
定 以 后 使 得 «在 二 面体 车 D; 中 。 (ORPA CCTE3]) 
"14.32 的 一 个 自 同 态 是 斜 到 它 自身 内 的 一 个 同 态 。 一 

个 轩 的 半 群 是 它 的 所 有 上 自 同 态 的 集 。 每 一 个 有 单位 元 案 的 有 限 闪 
BNWT ER 
Cpe AK (Hedrlin) 和 普尔 脱 (Pultr)[HP23]) 

14.38 只 有 笨 等 是 癌 态 的 最 小 非 乎 扩 网 有 8 个 点 。 

( 蔚 德 林 和 普尔 脱 LHP24]》 
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我 怎么 来 爱 你 呢 ? 让 我 看 看 有 几 种 办 
法 。 
— E B HAF 


组 合 数学 中 的 计数 方法 与 其 说 是 一 种 科学 ， 还 不 如 说 它 是 一 
种 艺术 ; 得 着 更 一 般 的 和 更 有 为 的 观点 和 技术 的 发 现 和 发 展 ,我 们 
希望 这 种 局 面 将 得 到 扭转 。 在 图 的 计数 理论 方面 的 先驱 是 凯 菏 、 
EREKE (Redfield) 和 波 立 亚 。 如 在 IFP41] 中 所 说 , 事实 上 , E 
前 应 用 的 所 有 的 图 的 计数 方法 在 雷 德 菲尔德 R8] 的 1927 午 发 表 
的 唯一 的 一 篇 论文 中 都 已 经 预料 到 了 。 但 是 ,不 他 这 篇 论文 被 名 
视 了 。 

我 们 将 从 历史 上 最 持 的 计数 问题 开始 , 它们 是 关于 标定 图 的 。 
然后 提出 波 立 亚 的 经 典 的 计数 定理 ， 并 且 用 它 来 导出 对 于 树 和 其 
他 各 种 类 交 揭 图 的 计数 奴 数 。 波 立 亚 的 定理 现在 已 经 推广 为 寡 群 
计数 定理 ， 它 对 于 等 价 类 由 二 个 置换 群 来 决定 的 基 些 计数 问题 是 
有 用 的 。 为 了 完备 起 见 ,我 们 列 出 一 张 已 经 解决 了 的 和 还 没有 解 
决 的 钢 的 计数 问题 的 表 来 结束 这 一 闽 。 


1. 标定 图 
图 基 .1 中 画册 了 所 有 有 3 个 点 的 标定 图 。 我 们 看 到 ,有 3 个 
点 的 4 个 不 网 的 图 成 为 8 个 不 同 的 标定 图 。 为 了 水 有 名 个 点 的 太 
定 网 的 数目 ,我 们 只 要 注意 (2 ) 条 可 能 有 有 的 线 都 有 存在 或 者 不 存 
在 两 种 情形 。 ， 

EBL 有 np 个 点 的 标定 图 的 数目 等 于 2(2) 。 


1 标定 2 


A 
A 
A L 


图 站 .1 有 3 个 点 的 标定 图 。 
系 区 .1(a) 标定 的 (p, 9) 图 的 数 日 等 于 


g 


凯 莱 [C9] 第 一 个 表述 了 对 于 树 的 粗 应 的 结果 ， 有 p 个 点 的 标 
定 树 的 数目 等 于 zr?。 自 从 1889 年 它 的 论文 发 表 以 后 ,发 现 了 许 
多 种 不 同 的 证 法 来 得 到 他 的 公式 。 穆 恩 [M15] 提 出 了 这 些 不 同 的 
证 法 的 一 个 概述 , 其 中 的 一 种 己 经 在 系 13.4(a) 中 给 出 。 
图 15.2 中 是 有 和 个 点 的 所 有 16 个 标定 树 。 这 些 材 的 标定 理 
解 为 第 一 个 和 最 后 一 个 树 记 记 的 那样 。 我 们 注意 到 , 在 这 16 个 标 
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年 树 中 有 12 个 同 构 于 道路 Po Sb A AE Kaes TO) 的 
阶 等 于 2 PK WEF 6, RNA, 因为 这 时 的 Pp 一 4 i 
H 12=4/| PP). AM AEA T(E 3,s)|。 从 这 两 个 结果 可 以 预 
期 的 推广 不 仅 对 于 酝 成 立 , 而 二 也 对 于 图 、 有 向 图 、 关 系 等 等 成 立 ; 
RARI] 和 -HPR1]。 

定理 15.2 用 来 标定 一 个 给 定 的 图 的 方式 的 数目 等 于 p1/ 
EO 

TARE 令 4 是 作用 在 对 象 集 碟 上 的 一 个 置换 群 。 对 于 
X 中 的 任何 一 个 元 素 %, 2 的 轨 O@) IX 的 一 个 子 集 , 它 含 有 工 
中 所 有 这 样 的 元 素 对 于 ARM, 有 oz=ye。 o 的 
稳定 核 4(O) 是 本 的 一 个 子 群 ， 它 由 4 中 所 有 使 * Ro 
成 。 于 是 ,应 用 有 名 的 公式 [8 @)||4@)|=|4] 及 这 个 公式 在 目 
前 情形 下 的 解释 , 就 得 到 要 证 的 结果 。 


2. 波 立 亚 计数 定理 


许多 计数 问题 是 按 这 祥 一 种 形式 归 续 的 ， 即 最 终 要 求 得 到 由 
一 个 置换 群 决定 的 轨 ( 可 递 系 ) 的 数目 的 公式 。 这 些 轨 常常 还 分 别 
指定 有 一 个 权 , 波 立 亚 [P5] 给 出 了 求 按照 它们 的 权 来 计数 轨 的 公 
式 的 办 法 ， 它 依赖 于 给 定 的 群 中 各 个 置换 的 循环 结构 。 波 立 亚 定 
理 又 依赖 于 伯 恩 赛 德 (Burnside) [B20, p. 191] 的 一 个 有 名 的 计数 
公式 的 一 个 推广 。 

定理 下 .8 2 ANERERX LOTR, CAM 02, 
On …， On RS WH- ABR, 它 对 每 一 个 轨 指 定 一 个 权 。 此 外 ， 
wie EX E EH ceo tt, we) 一 w(6) 。 则 的 的 权 的 和 由 
于 式 给 出 : 


[AjS} w@) = 3) Swe). 15.1) 


[证 明 ] 我 们 已 经 看 到 ， 群 4 的 阶 |41 等 于 对 于 Xe 
何 一 个 的 积 |4(w) be)|， 其 中 AC) o MRE FM, 办 
为 权 咕 数 在 一 个 给 定 的 轨 的 元 素 上 是 常数 ,可 见 对 于 每 个 轨 的 
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lalol) = Eww) a 
E 


联合 以 上 这 些 结果 , 我 们 得 到 ， 
Aiw (6) =$ Ao) juw) o 
对 所 有 的 轨 求 和 , 我们 有 
[ALS (6) =$ g AG) jula), 
ENTRA.) 
伯 轩 赛 德 引 理 的 改进 形式 现在 可 以 叙述 为 这 个 定理 的 一 个 
Zo 对 于 一 个 置换 w 央 示 为 不 相交 循环 的 积 ， 令 AO ERE 
于 不 的 循环 的 数目 。 
A 15.80) (HORT) RRRA 的 轨 的 数目 NA) 由 
下 式 给 出 ， 
N= Fr Bile). 
令 剑 是 一 个 阶 等 于 m, AY CAPERS, MA ZA) 
hd PER wz， ao o, Qa 的 多 项 式 , CHER, 
D=, Ú abo, (15.2) 
因为 对 于 任何 一 个 置换 a j jla 满足 
1 二 2 十 … 十 Qa 一 
这 些 项 就 构成 整数 之 的 一 个 划分 、 用 疝 星 的 记号 
G= Cju ja oy Ja) 
ido 是 有 好 处 的 。 我 们 要 注意 , RE RAMI SEAE 
中 所 用 的 方法 是 不 同 的 ; 例如 , 划分 5 一 3 十 1+1 相应 于 向 址 
C=O 0, 1, 0, 0). 
用 到 波 立 亚 定理 的 经 典 计数 问题 都 有 相 问 的 ~ 般 形式 。 令 有 
一 个 给 定 的 定义 域 了， 一 个 值 城 请 和 一 个 定义 在 忆 上 的 权 阔 数 
w, NT NRE YOR REPT BERL, Fee Hr CR HH 
AES HER AER we) = alr), wor)", 我 们 要 计数 


MEAL er (0) Al oy (P) AREA dF RERUN RCI Se 
war), JB ih Ro PROS RAL, DSS YM BG, — FE 


JE GAP, 
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的 对 象 现 在 看 作 是 出 卫 到 只 的 两 数 。 为 了 把 问题 提 完 , 我 们 还 页 
Aik, (ANB 中 的 两 个 函数 作为 相同 的 。 这 避 以 用 规定 一 
AERE D IRE Hh, SP BCE BA 的 问 一 个 轨 中 时 
我 们 就 把 它们 看 作 足 等 价 的 ; 其 中 BLT |R 的 单位 元 素 
群 *。 

这 下 我 们 稍为 离开 一 下 正题 , 用“ 项链 问题 "来 说 明 这 些 概念 。 
考虑 有 4 颗 珠 的 项 链 , 球 分 红利 蓝 两 种 颜色 。 这 样 的 两 个 项 链 , 如 
SLAY ELAS BCBS ER AY BLES TSE PE, EEA, 这 
里 ,定义 战 D ALB CDSE, (EB R FESR EER, KEE}, 函数 
FER 是 对 每 一 个 位 置 指定 一 颗 球 ， 也 就 是 阅 给 出 一 个 项 链 。 在 
RPO, AX AB Ds, 而 权重 数 w 可 以 取 为 ww( 红 珠 ) 
)=(0, 1)。 

FRADE SW, BRR TE RES, JE SBR FEL OO E, AAPA BE 

图 形 , RAMAN, TM ee, 我 们 对 每 一 个 了 E27 指定 
PRW), CHE HS BEM, 

WCF) Sp eero yu, (15.3) 


容易 看 出 ， 在 EOE, BE 的 一 个 给 定 的 轨 中 每 一 个 函数 有 

相同 的 权 , 所 以 每 一 个 加 的 权 可 以 定义 为 其 中 任何 - -个 函 数 的 权 。 

BEE RPRET (m, n) 的 图 形 有 cm 个 ，B? 中 权 等 于 
如 名 的 轨 ( 构 形 的 等 价 类 1 有 Co 个。 图形 计数 级 数 

cp, Y) = Lean ey" (15.4) 

是 按照 权 来 计数 R GZ, MI A Hh e e 

Ola, y) =E Omay" 
FEB Eh SS EL Be o E We TP A eCe, Do 


A VPM, JEE 丸 等 价 的 当 且 仅 当 存在 一 个 置换 a€ 4， 使 对 
一 切 4 


FQ fred). 一 一 译 证 
GRA A de CAB Rad FEA RD AEB n 
形式 出 无 穷 曙 级 数 ,其 中 项 of 
BoA BAKA. 由 (15.3) ， 
fF 有 的 轨 的 和 权 的 和 ,如 (45. 了) 在 边 的 生 w(90) 。 


2. RUE 211 


Ole, y) 

上告 在 (15.2) 中 , RME Z(A) 一 2(4; ar, Ga, 7, Ga), MAF 

人 何 一 个 函数 h(x, y), RAVER 

ZCA, bw, 9)) = AAs hl, y), ACO, 9), ALD) 

(15 

ER 15.4 ( 波 立 亚 计数 定理 ) MI RMT A H i 
计数 级 数 代 入 到 构 形 群 的 循环 指标 中 去 而 得 到 , 即 

C(@, y)=Z(A, elw, WD)。 (15. 

EW] 令 “ 是 和 中 的 一 个 置换 ， 又 令 &% We EA 中 相 

BER, ARES ETa 下 不 动 的 一 个 构 形 ,而 【 是 5 的 不 上 


于 


.6) 


形 


7) 
应 
pA 


循环 分 解 中 的 一 个 长 庶 等 于 天 的 循环 。 则 对 《的 表示 式 中 的 每 - 


DER b, FO) 一 fA(55)， 所 以 ， 被 《置换 的 所 有 元 素 在 A 下 一 
有 同一 个 象 。 反 过 来 , 如果 置换 “的 每 一 个 循环 中 的 元 素 在 一 


构 形 了 下 都 有 同一 个 象 , 则 & 使 了 不 动 。 于 是 ,只 要 对 的 每 一 人 


循环 ， 在 如 中 独立 地 违反 一 个 元 素 7, BAET PIRI D 
的 8, WFO) 一 wm 就 可 以 得 到 所 有 的 在 和 下 不 动 的 构 形 。 于 是 ， 
RUFF (m, n), Hip, maan(r), n=wo(7), W ERRES 
FE MEF ORENS SW NAAR DOr, 
是 ,因为 

JEP y, 
对 于 A 中 的 每 个 w 我 们 就 


定 
个 
A 
有 
# 


于 


“agit PAR u= E, fis trs Len FORT, Tre re n Æ REJ EHT AIEN 


ree DST, BEG, 
出 上 文 所 说 ，{ -an= ros te neo E)E To ore HER}, 因此 , 记 
WCF, re) TE we) yrs | enor, = (ATO yard) es, 
dete 


即 得 : 
F for, sealed apeatry) Ii 
en 
HC en ( D p M d) — i 


] 


a2 Re 计数 
5 Wip= it ol, p80, 
将 这 个 方程 的 两 边 对 AD PAY Eo (或 等 价 地 ,对 BA p 
所 有 的 DEM, 又 将 两 边 除 以 '4| 一 | 如 "| ， 我 们 得 到 
TIRAVO SMe 6 05.8 


Cat 
这 个 方 各 的 右边 是 2 CU, ez， 用 )。 为 了 看 出 它 的 左边 是 
O(a, y), 我 们 应 出 在 定理 15.3 中 给 出 的 伯 恩 赛 德 引 理 的 解释 。 
先 注意 到 , AER 召 4， 雪 的 权 的 和 出 下 式 给 出 ; 
SoG) -LOmay Ole, a” (15.9) 


但 由 (15.1) 立 即 得 到 ，(15.9) 和 (15,8) 的 左边 是 相等 的 。 所 以 ， 
4(A, ols, y)) =O, y). TEM, 
回 到 上 面 提 到 过 的 4 个 珠 的 项 链 的 问题 ， 我 们 注意 二 面体 群 
Ds 的 循环 指标 为 
Zò =A (ait 2af d+ 8a}+2a,), (15.10) 


图 形 计数 级 数 为 co, yaa tey =etyo 按 (15.6)， Katy 
ARA (15.10), 我 们 得 到 ， 
ZCDs, wy) -1 {@ty)+2@t yay) 
+3 (08-y)?4 att y)} 
matory tle? tay ty y (15.11) 
在 (下 .了 ) 中 四 妨 的 系数 是 有 十 颗 球 , ApG, v NE 
名 的 不 同 的 质 链 的 数 月 。 图 15.3 中 给 出 了 6 种 不 同 的 项 链 。 
MERA, ETAR Ire 来 代替 ety 作为 图 形 计数 级 数 来 
计数 项 链 。 在 这 种 情形 下 , ~- 颗 红 珠 的 权 等 于 1,， 而 一 显 蓝 珠 的 权 
等 于 0， 于 是 在 Z(Ds, 4 二 2) 一 zt 十 2 二 20? 十 wv 十 1 中，w" 的 系数 
ER m HAIR, 从 而 有 4 一 避 颗 紫 珠 的 项 链 的 数 日 ; 比较 (15.11)。 
如 我 们 将 在 下 一 节 看 到 , 图 形 计数 级 数 +e 在 计数 问题 中 起 重要 
HEB, Ayo RP RDA, iio 足 指 它 存 在 ， 波 立 亚 


be 
A 


[| 
E 
Bin 


图 15.83 


EBERT HERG CST BA TB, 一 个 集 耻 的 一 个 n- 子 
集 是 恰 用 个 元 素 的 一 个 子 集 。 

系 基 .4(a) HA MEX LW TERR, AS 
ALAN) XC 的 季子 集 的 轨 的 至 目 是 ZA, Lhe) a 的 系数 。 

在 波 立 亚 计数 定理 的 各 各 应 用 中 ， 某 些 置换 群 经 党 出现。 现 
在 给 出 询 在 来 14.2 中 的 五 种 重要 的 置换 群 的 循环 指标 的 公式 。 
在 (15.12) 和 (15.13) P, RAER p 的 所 有 划分 R 在 
15.14), POR KRN O-CO, MF E B h ERRE 
MICA, a405i 

, 
ZS) = i > aii z abaja (18,12) 
1 yy elle ope) 


L(A) = afta ade, (15,18) 
Pe fi Biju! 
AORE Oa (15.14) 
P ka 
Saar, paix, 
400)=4 ZO) rs 1 (15.15) 
Flat tala ?”*), p 为 偶数 。 
2 (By) =al (15.18) 


TULA a AR, EIA AOM ZBR A AB 
t GLIE DEAL TEIS p TERE ERR — Fhe 


214 PLEG ìl 数 
的 一 元 运算 ， 和 、 积 ,合成 和 备 儿 的 循环 指标 。 这 些 发 表 在 [HS1] 
105.17) ~ (15.22) 中 给 出 。 我 们 用 Z (4) [2(B)] 
来 表示 一 个 多 项 从， 这 个 多 项 式 是 将 Z(4) 中 的 每 一 个 变量 a 部 
几 一 个 多 项 式 来 代 而 得 到 的 ， 州 来 代 规 a 的 多 项 式 由 将 2(B) 的 
每 一 个 变量 的 卡 标 乘 以 天 得 到 。 

Z(A+B) ENED, (15.17) 


ZX 区 = 条 六 所 2) it, RRAPO, (15.18) 
IEP a(r, 2) Al mer, 3) SEM AA BANA HR 


ZARB = a [4(B)], (15.19) 
Z( BA) = T 7i D e, (15.20) 

共 中 (es B)=8", 及 
hilo D= TT i, (15.21) 


而 对 十 > 

ilo; D= Zel Jas BY), (15.22) 
HOP u BAN AY Bie AE Uh 2 
3. 图 的 计数 


我 们 现在 来 叙述 怎样 得 到 让 数 和 给 定 的 点 数 生 的 图 的 多 项 式 
D)o È gua 为 (P, DI WA, ME 


De) = Sigua" o (15.23) 
MRENE R (5 AARDE, 容易 验证 
Ysa lot 2a? +393 4-20! 428+ a, (15.24) 


SV={L 2,…, p}, XA R={0, 1), RUM D=P V 


D ， 其 中 他 和 e 49508 Minar 4 a B R, 下 本 (49.21) 中 的 d 是 


Af, 
STAY RIOR ALTER po o, me ABE a(n) ~ (m1), AEM 
in) ~0, 
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WTA M UAH TK G, 分 的 集 ， 即 了 的 分子 集 的 集 。 则 巾 忆 

到 召 由 的 每 个 函数 了 代表 一 个 图 , 这 个 网 的 ?个 点 是 了 的 无 素 ,其 

BAG, 入 一 1 时, 邻接 于 j。 即 按照 有 或 没有 联结 6 和 j 的 

B (PES FMB LM, REE E Bw m w0) 0 Hi 

名 (了 ) 一 1 定义 ， 所 以 它 是 恒 等 函 数 。 从 而 ， 图 形 计数 级 数 是 

c(@) ~=1+w。 将 (15.8) 限 制 为 一 个 变量 , 函数 了 的 权 由 下 式 给 出 ， 

Wf) = aes * (15.25) 

FOR, RAMS VO 中 所 有 的 对 (i, 分 取 的 。 于 是 函数 了 的 权 ** 
是 相应 于 了 的 图 中 线 的 数目 。 

今 令 RGB README, RSS 作用 在 了 Fo 
我 们 用 SP 来 记 对 群 , 它 作用 在 了 2 L 它 的 性 换 和 由 Ss 导出 ; 也 就 
是 说 ,对 Sp PR—PR a, SP HAP Mika’, 使 

afi, j}= {at, aj} 
将 波 立 亚 定理 应 用 到 构 形 群 88 上 ， 我 们 得 到 下 列 也 属于 波 立 亚 
的 结果 ; WL], 
定理 场 .5 有 尹 个 点 的 图 的 计数 多 项 式 为 


g(a) =2(8P, 142), (46.26) 
其 中 ， 
> 1 1 ipl 
IEP =F Ba TE eat 
>? TT Sut he kel 
Lp-1).2] tpa . 
Th ate TP anc) I ate. 5.2 


TH31, p. 381p HH T 5.27) A SHEE, AERA Lop, 9 
RT 中 图 的 数 昌 直到 p=9 的 表 。 

计数 有 根 图 和 连通 图 的 类 似 公式 岂 已 经 得 到 了 。 这 个 方法 既 
过 修正 以 后 还 计数 出 了 图 的 各 种 族 ****, 其 中 有 有 向 图 , 伪 图 和 多 
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重 到 。 我 们 给 出 其 中 的 几 个 计数 公式 , JF DBP RE aR SE 
何 从 上 一 个 定理 点 搂 推 出 的 。 首 先 ,要 计数 有 根 图 , CEA Rt a 
前 - “AER AR EL TE, 而 将 其 余 p 一 个 点 看 作 是 可 以 交换 的 。 

R165) 有 Pp 个 点 的 有 根 图 的 计数 多 项 式 为 

Tola) =Z2(Si tS 4), 1+2), (15.28) 

当 联 结 每 一 对 点 什 多 有 两 条 线 时 ， 我 们 只 要 将 称 的 图 形 计数 
RAH Hota? 来 代 。 

系 16.5(b) 至 多 有 两 条 线 联结 每 一 对 点 的 多 王 风 的 计数 多 
项 式 为 


Gila) =Z(S?, 1+a+0") 。 (15,29) 

TRS BS, 图 形 计数 级 数 成 为 
ON pet 
i-e 


R15.50 有 Pp 个 点 的 才 乍 图 的 计数 多 项 式 为 


mga) =2 (Si, 74). (15.30) 


FAP Beth BBE TAL], am PE, 我 们 找 
到 了 适当 的 构 形 群 的 循环 指标 的 -个 公式 , 再 应 用 了 波 立 亚 定理 。 
对 于 有 向 图 , RAAHAA S WEAK, Ss 作 
FAVA, 2, pbb BEM, SP AREV” E, VO EV 
的 不 同 的 元 素 的 有 序 对 ，88 由 Ss 导 出 ; 即 对 于 S 中 的 每 一 个 置 
换 在 SE 中 导出 一 个 置换 a', 使 得 对 ”中 的 (6, A), a, j) 
= (ai, oj), 应 用 波 立 亚 定 理 于 8 内 的 循环 指标 ,得 到 多 项 式 
4,(z), Hoh a RREK q 条 有 向 线 的 有 向 岁 的 数目 。 

定理 15.6 有 有 Pp 个 点 的 有 向 几 的 计数 多项式 为 


EOEAC 1+0), (45.31) 
其 中 
ZEP) 
ty?! Fi agen) Thats", 3.82) 


2! yy jek 他 
k=} 
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当然 , 这 个 定理 也 有 类似 于 定理 15 BAR, 
MRT 中 有 一 个 表 ， 其 中 列 出 了 有 Y< 生 8 个 点 的 有 向 图 的 数 
日 。 
HURT BTR TER, WEA AB 
BAB +e 简单 , 所 以 上 面 先 讲 图 的 计数 。 BRE, WT 
计数 本 ,最 有 用 的 图 形 计数 级 数 是 有 根 酝 本 身 的 生成 函数 。 


4, 树 的 计数 

槛 求 树 的 数目 ， 必 须 从 计数 有 根 稳 开始 。 一 个 有 根 树 中 有 一 
企 点 从 其 他 各 点 中 区 别 册 来 , 这 个 点 叫做 它 的 根 。 令 T 下 有 ?个 
点 的 有 报 精 的 数 日 。 在 图 ]5.4 中 , 我 们 将 每 … 个 树 的 根 画 成 与 其 
他 各 点 不 同 的 样子 。 我 们 看 到 , P14, FRAR ea A 

Tie) = > P. (45.33) 

类 似 地 , AF OR RAE tp A AC), 

计数 和 根 树 的 -个 北 失 形式 的 表达 式 出 凯 菜 [C3] 生 到。 


VYy 


Abs 用 生 个 点 的 有 根 树 。 
EIS. 有 根 树 的 计数 级 数 由 下 式 给 出 : 
T(a) = Ü a-r), (15.84) 
TURS 3 FRM Te) 自己 来 玫 达 它 自己 的 形式 ， 只 
要 在 两 边 取 对 至 ， 然 后 适当 运用 震级 数 。 这 就 导出 人 5.35)， 这 个 
结果 是 波 立 亚 [L5] 利 用 他 的 计数 定理 首先 得 到 的 。 
MB 15.8 他 根 树 的 计数 级 数 满足 函数 方程 
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T(a)=sexp Í 3 i Tie) (15.35) 
GEM] 令 (a) a M 名 的 有 根 树 的 生成 函数 ， 敬 
P= BP) (15.36) 


其 中 例如 To (e) =e RAA TAPALE, T TO) =T e 
ZE TA REAR AR) oT, 根 的 度 等 于 ”的 
一 个 有 根 树 可 以 看 作 一 个 构 形 ， 它 的 各 个 图 形 是 移 去 了 它 的 根 以 
RBA n PA, 图 15.5 在 %~3 的 情形 说 明了 这 种 情 


yy yo 


图 二 .5 一 个 给 定 的 有 根 树 中 和 它 的 组 分 有 根 树 。 

因为 这 个 有 根 树 可 以 互相 交换 而 不 改变 给 定 的 有 根 树 的 问 

构 类 ,所 以 图 形 计数 级 数 是 了 Ce),， 构 形 群 是 Sa 这 就 给 出 
P(g) =F (Sq, Tw)) (15.87) 

REWAF oMMTBE TORT REMI, AP 
权 是 它 的 点 的 数目 。 

现在 我 们 很 漳 运 地 可 以 求助 于 一 个 有 名 的 而 且 容易 导出 的 恒 
等 式 ( 其 中 2《50) 定 义 为 也 


S26, ht))=oxp 访 Lra) ` (15.38) 


KER RE TE, 我 们 就 得 到 (15.35) 。 
菜 [C5] 首 先导 出 了 用 T, 来 表示 如 的 表达 式 ， 其 中 m<zo 


w 


”这 个 式 于 的 - UR da ER Bb RAAR BS. ——— RE 
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他 的 做 法 是 分 别 计数 有 一 个 中 心 点 和 二 个 中 心 点 的 树 的 数 生 来 得 
到 这 个 公式 。 波 六 于 [P5] 分 别 演 虑 了 有 一 个 或 二 个 形 心 点 的 笠 
得 出 了 二 的 一 个 等 价 的 表达 式 。 奥 特 (Otter) [OB] 完全 应 用 生成 
函数 , MIRR A RTA A, 得 到 了 最 简洁 的 公式 。 实 
际 上 ， 如 [HI2 记 证 明 ， 奥 特 的 方程 (15. 缴 ) 可 以 直接 从 凯 菜 或 波 
立 亚 对 如 的 表达 式 来 导出 ,只 要 反复 应 用 下 询 讽 则 : “ 当 你 见 到 两 
个 相 邻 的 连 加 号 时 就 交换 它们 的 次 序 ”"。 奥 特 是 从 下 述 结 果 导 出 
(15.41) AI, 这 个 结果 也 有 它 的 独立 的 意义 ; ETT WAR 
相似 性 特征 方程 "。 联 结 两 个 相似 点 的 线 称 为 对 浆 线 。 

EE 15.9 ”对 于 任何 一 个 树 T, So" Me 分别 是 点 和 线 的 
相似 类 的 数目 , VS s 是 对 称 线 的 数目 , 则 s=0 或 1 同时 有 

P- (gs) =1, (15.39) 

证 明 概要 ” 当 了 有 一 个 中 心 点 或 两 个 不 相似 的 中 心虚 时 ， 没 
AM MR, 所 以 s=0。 这 种 情形 下 A+ TM, ERAT 中 点 
的 每 一 个 相似 芮 中 正好 一 个 点 和 线 的 每 一 个 相似 类 中 王 好 一 条 
线 , 因为 这 个 子 权 有 人 AAMT RR RDA p-r =l, 

另 一 种 可 能 情形 是 全 有 两 个 相似 的 中 心 点 ,从 而 8=1。 这 种 
情形 下 ， 它 有 一 个 子 树 ， 食 有 了 中 的 点 的 每 一 个 相似 类 中 正好 一 
个 点 和 除了 对 称 线 外 的 各 条 线 的 每 一 个 相似 类 中 的 正好 一 条 线 ， 
于 是 这 个 于 树 有 人 AAMT -1 RR, MAp- a)l F 
是 在 两 种 情形 下 (15.39) 都 成 立 。 

我 们 还 需要 波 立 亚 [5 的 一 个 特殊 的 定理 , 它 是 用 来 计数 1 
函数 的 。 为 方便 起 见 ， 我 们 用 Za Sn RER ZA) — 2 (80) 
的 简写 。 

定理 斯 .10 从 -个 有 mn 个 可 交换 的 元 素 的 集 到 一 个 具有 图 
FEU RBM oO) 的 集中 的 -L IGT RR OC), AT 
将 cg) 代 入 2(4, 一 5 ) 中 得 到 

Oo)=Z04 一 Se(o))。 (15.40) 

虽然 我 们 将 只 在 w=2 的 情形 下 使 用 《15.,40), 但 是 在 其 他 情 

JEF, Eat -种 有 用 的 计数 办 法 [HP20] 。 我 们 还 可 以 利用 它 


B20 WIARE 计 数 
为 计数 辆 的 奥 特 公式 提出 一 个 非常 简明 的 证 明 。 
定理 5.11 用 有 和 根 树 的 计数 级 数 来 表示 的 树 的 计数 级 数 由 
下 询 方程 给 出 : 
ta) — P(x) ~ Fre) —T(a)], (15.41) 


[证 明 ] Riiat So, MaA a I i 
种 树 中 , 点 的 相似 美 . 线 的 相似 类 和 对 称 线 的 数目 。 因 为 对 于 每 一 
Ari, 按 (15.39), L=pt— (ola), RIIIE RAIA 
n=, -Bio (15.42) 
TE, Dols) LBA MT RRA RE ALAA o PARR 
(RCH. BIE MAT, NRT ADEE RR Fr R i Ryo 
NT —y 可 以 看 作 二 个 有 根 树 ， 它 们 一 定 是 不 同 构 的 。 于 是 每 一 
个 树 的 每 一条 非 对 称 线 相 应 于 不 同 的 有 根 村 的 一 个 无 序 对 。 让 数 
这 些 树 对 ， 每 价 于 计数 从 有 二 个 可 交换 的 元 素 的 一 个 集 到 有 根本 
的 集中 的 1-1 A, FRR AM 15.10, Pe) 为 图 形 计 
HAM, 得 到 
LE, To) (15.43) 


因为 
Go 一 号 2 一 二 (ie 
我 们 有 
Zhs Bs, TOETOE (15.44) 


定理 中 的 公式 现在 由 (15.42) ~ (15.44) 得 到 。 
AY 15.35) 15.41), HA p=12, RNGAT HRA M 
无 根 树 的 确切 数目 。 
T (æ) = eda? Hw Aat + Oa + 200" + 4807 $110 
+2862 +-7192!9-+ 18420" 4-4766044-4+++, (15.45) 
42) =0-+- 0? + 0° at 4-808 4-609 la + 2808 
+470 +1062 +2350" + 5510+ (15.46) 
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《15.46) 中 前 10 IEH AH GT P AAE PT E PTL Ha 
Fl, MERBA—T RIT o<26 时 的 G 和 Tp。 

Fe SE SEH V5 11 的 方法 可 以 推广 来 计数 各 种 类 型 的 树 。 
我 们 用 二 种 类 型 的 峙 来 说明 这 个 方法 ， 这 二 黎 树 交 回 胚 不 可 约 树 
和 人 么 树 [HEP20]; 其 余 的 类 型 可 以 类 似 地 处 理 ,例如 着 色 树 [R14j， 
有 给 定 的 划分 的 树 [HP20] 等 等 。 A Ae), 五 (@) 和 及 (wm) 分 别 是 
同 肥 不 可 约 树 、 有 根 衬 和 植树 的 计数 级 数 。 

定理 5.12% 同 胚 不 可 约 权 由 下 列 三 个 方程 米 计数 ， 


His) = vs oxp 23, (15.47) 


ee tre He) -二 [下 人 -H (e)a (15.48) 
ha) = HO) -a-e (15.49) 


下 到 有 12 ARH PEZ RI 2 R A BT ROR. 
he) =o+a? tata’ + 2a%4+ 2a? de® 


+B a? +100" +140" 4 26274. (15.50) 
A ulw U w) 是 么 料 和 么 有 根 榈 的 计数 级 数 ， 这 些 树 的 自 
同 构 群 是 单位 元 素 群 。 


ERI. 么 例 由 下 列 方 程 来 计数 ， 
Ula) =op Š) (=p LER, (15.51) 
ua) -U @) FI) +U@)], 05.52) 
直到 有 12 个 点 的 么 树 的 将 日 由 下 式 给 出 ， 


ula) aba? atka [Gat 4-152 4 200" 15.53) 


5. MHA EH 
Ai- KA A A EE ERK. EH 
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HER” EAR B WE O 和 决定 的 函数 的 等 价 类 ) 的 数目 ， 
如 fHB81 所 证 明 , 可 以 从 波 立 亚 定 型 导出 ; 但 是 , 它 还 以 另外 -… 种 
形式 岂 德 布 鲁 因 (de Bruijn) [B18] 和 [B19] 所 求 得 的 。 很 容易 修 
收 一 下 于 一 个 定名 中 给 出 的 方程 (45.54) 就 可 以 用 它 来 对 于 函数 
的 权 计 数 函数 。 

定理 15 UAC AE) A PATE B+ 所 决定 的 冰 数 


的 等 价 类 的 数 月 等 
NGO ypy ZAA), mm) (15.54) 
ao, 


mB) =s) (15.55) 


我 们 仍然 用 图 15.3 中 所 给 的 项 链 问 题 来 加 以 说 明 , 但 是 现在 
我 们 多 许 珠 的 两 种 颜色 a、 5《 例 如 红色 和 蓝 色 ) 是 可 以 交换 的 。 显 
然 , 有 两 种 可 以 交换 的 颜色 的 4 BOK NOSED, BB 
SEH S 的 轨 的 数 月 。 HF Sa 的 得 等 党 换 (o) (2)， 由 (15.55) 式 
得 到 对 于 所 有 的 如 

mn (a) (8)) =2。 
对 于 Sa PHR He (ad), mre (Cab) ) AEF O ak 2, Kb APR 
数 而 定 。 应 用 (5.54)， 我 们 见 到 ,认可 以 交换 的 关 色 的 项 链 的 数 
HFF 
(Du 2, 2, 2, 2)+Z(Du 0, 2, 0, 2)]。 


用 公式 (15.10) 中 的 式 了 来 代 孔 CD ， 我 们 得 到 , 这 种 项 链 的 数 日 
等 于 4。 注意 到 如 果 红 色 和 蓝 色 是 可 以 交换 的 , WA 15.3 中 最 后 
两 种 项 链 等 价 于 最 前 的 阿 种 , 就 可 以 验证 上 述 的 计算 。 

图 2.13 中 已 经 给 出 了 有 4 个 点 和 5 个 点 的 自 补 图 。 互 德 
[ER 引 对 于 有 Pp 个 点 的 自 补 图 的 数目 so BY SER ALAS MA FERE IT A 
定理 得 出 。 为 此 , 我 们 定义 有 P 了 个 点 的 图 的 一 个 新 的 等 价 关系 ~， 
ME G1 2G GEG, M GGs & o HEAT DPN ID HER 
种 等 价 关系 下 的 等 价 类 的 数 月 。 因 为 我 们 处 理 的 是 有 加 个 点 的 图 ， 
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我 们 取 A=S, AED? 上 。 因为 一 个 图 与 它 的 补 图 是 等 
OH, BAIS =5s， 它 作用 在 R=10, 1} Eo MERR 了 下 外 
D? 到 召 中 的 两 个 函数 户 和 fa, 当 它们 代表 同一 个 则 或 其 中 一 个 
代表 另外 一 个 的 补 图 时 是 等 价 的 。 我 们 已 经 看 到 过 将 (15.55) 应 
电 到 5, 的 置换 上 得 到 的 结果 , 从 而 我 们 有 


= 二 [2 (Sp 2, 2, 2, 2, +) 
+28; 0, 2, 0, 2, …)]。 (15.56) 


ALY 8) 2ep— go, 我 们 就 有 下 列 由 里 德 得 到 的 公式 。 
EB. 有 Pp 个 点 的 自 补 图 的 数 且 so 等 于 
s=2 (8P; 0, 2, 0, 2, …)。 (15.57) 
M Egg (Harrison) [H34], Mi BRIAR AR CAP 121 AARE 
计数 定理 数量 了 有 限 自 动机 的 数 骨 。 这 个 问题 的 群 是 两 个 寡 群 的 
积 的 子 群 。 
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至 今 在 文献 中 已 经 有 8 张 没有 解决 的 图 的 计数 问题 的 表 ， 这 
就 是 [H24]，[H303 和 最 近 的 [H82, p, 30], 经 常 有 必要 将 这 些 
表 更 新 。 由 于 新 的 问题 产生 和 老 的 回 题 被 解决 ,没有 解决 的 问题 
的 数 日 保持 为 27 个 。 值 得 注意 的 是 , 所 有 这 些 计 数 问题 都 很 快 地 
被 解决 是 极 不 可 能 的 。 因 为 在 这 些 解 中 包含 有 足够 的 讯息 来 决定 
四 色 猜 想 的 真实 性 ， 只 要 比较 一 下 可 平面 图 的 数目 和 四 色 可 平面 
图 的 数 朋 就 可 以 了 。 

表 15.1 提 出 了 第 四 张 没 有 解决 的 图 的 计数 问题 的 表 , 并 用 它 
作为 标题 。 当然 , 所 有 这 些 问题 也 可 以 对 标定 图 提出 , 并 且 其 中 有 
儿 个 在 标定 图 的 情形 下 已 经 解决 了 。 了 组 这 些 问 题 还 需要 少数 几 
个 附 趣 的 定义 。 这 些 问 题 的 每 一 个 都 要 求 数学 家 来 决定 以 适当 的 
参数 限定 的 物 形 的 数 中 。 所 需要 的 属于 有 向 图 范畴 的 定义 可 以 在 
下 一 章 中 找到 。 


FUG. RAR ENA LCI) 


范 Me 7 a 


有 了 向 图 


Fa 


一 个 给 定 的 出 中 的 欧 拉 这 


yaan 
拓 赴 的 
a th 
应 用 

~] am 
其 他 


HB RE, Th BEET 


KREKIBAP WRAL, FOR 5] 研究 了 
EARR SE ER, Re YAE RB FEE 
BORE PRE — AA LAR AGP d at ga HS PH 将 
任意 - -条 过 定向 ， 然 后 指定 与 这 条 帝 关 联 的 两 个 面 之 -为 地 图 移 
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外 部 面 。 

一 个 2- 烙 是 一 个 财 ， 它 的 点 是 整数 的 有 序 对 G3, 六， 其 中 
0 了 mm， 二 0、4，…、 Ri 两 个 点 当 它们 在 箔 卡 儿 平面 上 
HERET INER, 一 个 3- 谷 类似 地 定义 。 图 如 的 - -个 偶 子 
图 五 是 一 个 每 个 点 的 度 是 偶数 的 子 图。 于是，-- 个 2- 格 的 每 一 
个 偶 子 图 有 确定 的 次 积 *, 即 售 寺 它 的 圈 内 的 下 方形 的 数 昌 *。 

2 和 烙 的 一 个 铺 碟 是 指 用 给 定数 月 的 单个 的 单位 正方 形 和 由 二 
MEAIB BREN A Ne. YR RAE 
Kis ME Ae 

有 三 种 胞 腔 生 长 问题 ， 分 别 对 于 角形、 ee eee 
RERGHEANT URS MORSE, -- SRA POA 
给 定 的 数目 的 三 角形 、 TESTER IE ASE MH, I mas, 
pp. 33~88]。 

我 们 在 下 面 列 出 一 张 表 ， 它 多 列 了 已 经 解决 的 各 种 计数 问题 
《不 完全 是 难免 的 )， 目 的 是 希望 尽量 减少 不 必要 的 重复 努力 。 # 
中 所 给 让 的 参考 文献 都 是 刊 有 解答 的 论文 ; 盏 于 那些 论文 没有 发 
RW UB, 出 二 对 作者 名 声 的 相信 , 这 里 注 明 了 (县 后 完成 的 ) 作 者 
BF, RD 2AM, 料 、 图 、 有 向 图 和 其 他 。 

#15.2 已 解决 的 图 的 计数 问题 


ki 


流 立 亚 [P5], 奥 特 [O08]。 

[C6], BAGS], 

| P5]。 
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ERN ropa fa 
| FARE EHT HP20], 


RREME ia FJLY Hr Le AE 
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CBR) 


有 给 定 划 分 的 树 


PARR MR MPL TLE Oj 。 


BE YS HLP] 。 

有 给 定 的 直径 的 列 哈 拉 里 、 普 林 斯 [ID20] 。 

有 向 树 哈 拉 县、 普 相 斯 [HFP202 。 

ZAR RREMAN HP], 

指定 符号 的 树 险 拉 员 、 普 林 遍 -HE20] 。 

有 给 定 的 强度 的 树 YALE REL 20] 。 

AAZ LANH MRE HAREP) 

-iah LE THERI CHP20] 。 

着 色 树 BU R14], 

袜 DSB OR RCH PIG! 。 
外 

Al REELL |, 就 给 斯 (Dayis) H, 

ARE FH LT) 。 

BARE BREIM]. 
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次 图 
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kee 

ARER 
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HEWLR 。 
VSR RB PRY APO 、 


6. CR RE AAR Ai 227 


E 


图 


| 
ATR TAS JAR 


MAE 
给 完 的 块 的 图 
RA 


托 特 !T14] 。 

tip GEQCHN2], AR 
BY BB Sista (FNU1, 
Pah E LHP 22) 。 


je He. 


有 向 图 


有 向 图 

TEBA aE 
Baba 
自 逆 有 向 图 

定向 图 

一 个 给 定 的 名 的 定向 
比赛 图 


图 
TEAKE 
定 的 划分 的 有 向 图 


BRRL], WMD 。 
喻 拉 里 FE1I] 。 

WE CRE]. 

REB AAR ELAPS] 。 


哈 拉 里 [1116]、 


APE (Lym) [EIA], 


所 有 的 中 的 出 度 邦 等 于 
2 的 有 向 周 
CEA AB (R. W. AD. 
iel 喻 拉 里 L[H23], 里 德 FR4] 。 
“个 给 定 的 有 向 图 中 玖 | WERE, RiR (brenfe 
BELE 开园 [STI]。 
其 他 
日 动机 WER], SE ARH]. 
WL 哈 拉 时 Lif81]。 
哈里 琳 [H35] 。 


务 种 代数 


EMTA 
esti Py IT 


HELPS], WEB Slepian) (S141, 
-EFI Carlitz), WAAIER]. 
吉尔 伯 特 (abort) | MAGALGRI]. 

R CSASBRCIPIT? , 拜 内 克 、 穆 转 LBM]1], TA 
(Pippect)| BET], 


一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一- 
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习题 
二 .1 下 列 各 图 各 有 儿 种 标定 办 法 ; 
(a) Ks+K., (b) Kax Ka, (0) Kuo Kal? 
15.2 写 册 下列 各 个 群 的 循环 指 慰 的 表达 式 ， 
SaSao SsxSs, SsfSs], SE 和 SS. 
15.3 有 一 个 整数 为 使 得 对 于 所 有 的 ms 如 ZC, 2)= 
(Ds, DRX, WA n> ERRE, R Fe 


15.4 Syn HES m PRO RRE Z (Sa, E 


15.5 PHA ZOPH gle), MHR I REINAR 
15.6 求 单 图 图 的 计数 级 数 。 ( 赖 尔 顿 [R15, p. 1471) 


15.7 4 gle, = È poy HME RK, Lolo, v) 
TET K M 
g(a, y) exp Siew, Yo 
《注意 与 方程 (15.38) 的 类 似 性 。) 
15.8 求 有 ?个 点 的 下 列 树 的 数目 : 
(a) 标定 的 植树 ，《b) REUTER 
15.9 $O 是 一 个 标定 图 , 它 由 下 ,除去 7 条 独立 的 线 得 到 。 
全 前 生成 司 的 数 日 等 于 (2 一 2)9r ar。 CAME LWT) 
15.10 有 根 树 的 数 日 满足 不 等 式 T,tz 世 Sras, mo 于 是 
可 得 
2 一 2 
neH”) (SLAF L081) 
15.11 HYR BP BEAT a EMER. WARR 
BUA TT LUA FARI, 
al TR CF [08]) 


JOE w 


15.12 RPAH ARR p8 M ON ERA s F 
用 公式 (15.57) 及 将 它们 梅 造 出 来 。 


15.13 导出 自 补 有 向 图 的 计数 公式 。 (里 伪 [R5]) 
15.14 令 sp 和 名 分 别 是 自 补 图 和 自 补 有 向 图 的 数 日 ， 则 
S45 Sano (里 德 LR5]》 


15.15 对 于 任何 一 个 团 换 群 4， 它 的 循环 指标 ZA) 如 在 
(15.2) Pree, A 的 轨 的 数目 是 


A ER 


于 是 , 在 一 个 给 定 的 图 G ( 它 的 置换 发 Z (O 的 循环 指标 中 的 变 荆 
是 四 中 点 的 神似 类 的 数 自 等 于 
CA 
15.16 设 G 是 一 个 连通 图 其 中 志 的 相似 类 有 % 个 。 若 2 
是 经 的 不 相似 的 点 的 数 月 ， 而 殉 是 第 天 个 相似 类 揭 块 中 不 相似 
点 的 数 月 , 则 


goin SD, 
将 定理 15.9 作为 这 个 命题 的 一 个 系 来 证 明 。 
CALER TNS) 


第 上 六 章 有 向 图 


我 射箭 向 远 空 ， 
可 不 知道 它 落地 在 何方 。 
一 一 H+ W ARF 


有 向 图 的 理论 非常 多 , 以 致 可 以 为 它 写 一 整 本 书 *。 在 这 一 章 
中 , 我 们 将 主要 强调 有 向 图 的 那些 与 图 不 同 的 性 质 。 所 以 , 我 们 从 
讨论 三 种 连通 性 开始 : BA A, ER TA RHA 
则 以 后 , 我 们 将 研究 与 有 向 图 有 关 的 矩阵 和 类 似 于 图 的 矩阵 - 树 定 
理 的 一 个 定理 。 我 们 用 一 个 关于 比赛 图 的 简短 描述 来 作为 结束 。 


1. 有 向 图 和 连通 性 


我 们 已 经 在 图 2.4 中 看 到 过 所 有 的 有 3 个 点 和 8 IA AA 
图 。 为 了 完备 起 见 , 我 们 从 定义 讲 起 , 其 中 有 几 个 已 经 在 第 二 章 中 
Bal, ~ 个 有 向 图 妈 由 点 的 一 个 有 限 集 太 和 不 同 的 点 的 有 序 对 
的 一 个 集 组 成 。 每 一 个 这 种 对 (w, 四 称 为 -- 条 弧 或 有 向 线 并 通常 
FETE wo, Mh wo EM u Bo A, HARE uM vo RIEP u aN 
RT vo wu, 一 个 点 二 的 出 度 od(e) 是 由 这 个 点 邻接 的 
RRA, HAR 过 (Vw) 是 邻接 于 这 个 点 的 点 的 数 日 。 

一 个 有 向 图 中 ~ -条 ( 育 向 ) 通 道 是 点 与 强 的 一 个 交替 序列 ， 
Uo, Dr, Vy, t, Ba Oo HPA a i vao 这 样 -- 条 通道 
的 长 度 是 mw 即 其 中 出 现 的 弧 的 数 月 。 一 条 闭 和 通道 的 起 点 和 终点 
是 同 - 个 点 , 又 一 条 生成 通道 合 有 所 有 的 点 。 - ' 条 过 路 是 其 中 所 
有 的 点 都 不 同 的 一 条 通道 ， 一 个 图 是 一 条 非 平凡 的 且 所 有 的 点 都 


MT, [ANO]. 本 齐 中 的 大 部 分 定理 在 那 据 有 证 明 。 2B 
俘 关 于 比赛 图 的 专门 论 站 


”事实 上 已 
[M16] 也 写 了 


1. 有 向 图 和 连通 性 231 


AR (除了 起 点 及 终点 外 ) DE. HA -条 道路 从 “到 风 W 
V9 称 为 是 众 妇 可 达 的 ; 又, 从 ww 到 名 的 距离 glw, 9)， 是 任何 一 条 
最 短 的 从 “到 ”的 道路 的 长 度 。 

每 一 条 通道 的 方向 规定 为 由 起 点 w 到 终点 w。 我 们 还 需要 
一 个 概念 , 它 类 似 图 中 的 通道 ,没有 方向 的 性 质 。 一 条 半 通 道 依然 
是 点 和 弧 的 一 个 交 圭 序列 wo，wz，m，…，z，u， 但 是 每 一 条 性 
mm 可 能 是 -wi 也 可 能 是 vio PR, 直 图 等 等 都 如 所 预期 的 
那样 定义 。 

对 于 一 个 图 , 它 只 能 是 连通 的 或 者 是 不 连通 的 ; 但 是 对 于 一 个 
AHA, 有 三 种 不 同 的 连通 方式 , 每 一 种 都 有 它 的 特色 。 一 个 有 向 
图 是 强 连 通 的 或 强 的 ,车 任何 两 点 都 互相 可 达 ; 它 是 单 仙 连通 的 或 
单 侧 的 ,车 对 于 任何 两 个 点 至 少 有 一 个 点 由 另 一 点 可 达 ; 它 是 弱 连 
通 的 或 弱 的 , 营 任 何 两 个 点 由 一 条 半 道 路 相 联 结 。 显 然 , 每 一 个 强 
有 向 图 是 单 侧 的 , 而 每 一 个 单 侧 有 向 图 是 弱 的 ; 但 是 倒 过 来 的 判断 
不 成 立 。 一 个 有 向 图 假如 连 弱 的 也 不 是 , 则 它 是 相连 通 的 。 我 们 
指出 ， 平 凡 有 向 图 , 即 丛 由 一 个 点 组 成 的 有 向 图 (当然 地 ) 是 强 的 ， 
因为 它 不合 两 个 不 同 的 点 。 

我 们 现在 可 以 叙述 一 个 有 向 图 满足 三 种 连通 性 中 每 一 种 的 必 
要 与 充分 条 件 。 

定理 16.1 一 个 有 向 图 是 强 的 当 且 仅 当 它 有 一 条 生成 闭 通 
道 ; 它 是 单 侧 的 当 且 仅 当 它 有 一 条 生成 通道 ; 它 是 弱 的 当 且 仅 当 它 
有 一 条 生成 半 通 道 。 

相当 于 一 个 图 的 连通 支 ， 一 个 有 向 图 有 三 种 不 同类 型 的 支 。 
一 个 有 向 图 的 一 个 强 支 是 一 个 最 大 的 强 子 图 ; 一 个 单个 支 是 一 个 
最 大 的 单 侧 子 图 ; 一 个 如 支 是 一 个 最 大 的 弱 子 图 。 很 容易 验证 ,一 
个 有 向 图 卫 的 每 一 个 点 和 每 一 条 弧 恰 在 一 个 弱 支 中 , 而 在 至 少 一 
个 单 侧 支 中 。 此 外 , 每 一 个 点 恰 在 一 个 强 支 中 , 而 每 一 条 弧 根据 它 
是 不 是 在 基 个 图 中 , 它 在 一 个 强 支 中 或 不 在 强 支 中 。 

一 个 有 向 图 的 各 种 支 中 最 重要 的 是 强 支 。 理 由 之 一 是 它们 可 
以 产生 一 个 新 的 肌 图 ， 这 个 有 向 图 昌 然 比较 简单 但 是 它 保留 了 


ee RAR 有 向 图 

原来 的 有 向 图 的 某 些 结 构 特性 。 令 Sa, Sa, +, Sy J D IAR, 
D WRR D* 以 了 D 的 强 支 作为 它 的 点 ， 当 在 卫 中 至 少 有 一 条 碧 从 
的 一 个 点 到 5 的 一 个 点 时 D* pA SS CG 
16.1,) 


Riel 一 个 有 向 图 和 它 的 凝聚 。 


HAO RAR, E-A AA D AR D 没有 图 。 
BS, 任何 一 个 强 有 向 图 的 凝聚 是 平凡 有 向 图 。 可 以 证 明 , 一 个 有 
向 图 是 单 便 揭 当 且 仅 当 它 的 凝聚 有 一 条 唯一 的 生成 道路 。 


2. 方向 对 偶 和 无 圈 有 向 图 


Diti oa D 5 DARRER Meo tD HA Ry 
Rue De, FA, DMM ABR Re DAO 
向 得 色 的 。 我 们 已 经 过 到 过 其 他 的 逆 概 念 , 例如 入 度 与 出 度 , 这 些 
与 方向 有 关 的 概念 由 一 个 相当 有 力 的 原则 联系 起 来 ， 这 是 二 元 关 
系 理 论 中 的 一 个 经 典 结 果 。 

方向 对 偶 原 则 对 于 每 一 个 关于 有 向 图 的 定理 有 一 个 相应 的 
定理 , 它 由 将 每 一 个 概念 代 以 它 的 逆 概 念 得 到 。 

我 们 现在 说 明 怎 样 用 这 个 原则 来 产生 新 结果 。 一 个 无 图 的 有 
ABBAS A He. 

定理 16.2 一 个 无 图 有 加 图 至 少 有 一 个 点 的 出 度 等 于 零 。 

[证 明 ] SAE — Ri KK MR Rai 
点 。 
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a 点 不 能 有 由 它 邻 接 的 点 ， 因 为 否则 就 有 一 个 圈 或 者 这 条 道路 

不 是 最 长 的 。 

应 用 方向 对 偶 原 则 立即 可 以 得 到 对 偶 的 定理 。 仍旧 用 D 来 
记 右 向 图 卫 的 逆 有 向 图 ， 我 们 将 用 “如 撤 ” 的 办 法 来 记 对 偶 的 结 
果 。 

定理 16.2 一 个 无 图 有 向 图 刀 宝 少 有 -个 点 的 入 度 等 于 
Fo 

已 经 说 过 , AAE hE ERES, 而 前 述 定理 给 出 
了 关于 光圈 有 向 图 的 某 些 知识 。 我 们 现在 提出 几 个 特征 。 

定理 16.8 一 个 有 向 图 也 的 下 列 性 质 是 等 价 的 。 

1. DAA. 

2. D A+ D。 

3. 也 的 每 一 条 通道 是 -- 条 道路 。 

4， 可 以 将 了 的 点 编号 ， 便 得 邻接 矩阵 4(D) 是 上 三 角形 
的 。 

FTR DEANE eee KÆ, Dien A 
ALE ARAM MOREE. oP AE 
一 个 有 向 图 ， EA CAEU 一 个 入 树 足 它 的 对 个 。 见 图 
16.2, 


A 16.2 一 个 出 树 和 它 的 道 入 树 。 


© SIAPALBIZ, p13j 称 ,之 为 "rborewence 


cad RINE 有 向 N 


定理 16.4 一 个 弱 有 向 图 是 一 个 出 树 当 且 仅 当 恰 有 一 个 点 
HARETO 而 其 余 所 有 的 点 的 入 度 等 十 1。 

定理 16.4 一 个 弱 有 沿 图 是 一 个 入 树 当 上 且 仅 当 惟有 一 个 点 
的 出 度 等 于 0， 而 其 余 所 有 的 点 的 出 度 等 于 1。 

下 面 我 们 考虑 下 个 有 向 图 ， 它 们 与 上 面 所 讲 的 和 向 加 密切 有 
Re 

Pe RT ARTA, HRA 
1, -*+ 2 HK OF MARCH, 见 图 16.3。 下 一 个 定理 和 它 
的 对 俩 完 理 提供 了 这 种 图 的 结构 特征 。 


o> 
A163 RT AP 


定理 16.5 对 十 一 个 纶 有 向 图 卫 ， 下 麟 陈述 是 等 价 的 : 

1. DEAR, 

2. 刀 恰 有 一 个 圈 ， 移 去 这 个 图 的 弧 产 生 一 个 有 向 图 ,其 中 每 
一 个 弱 支 是 一 个 入 树 。 

3. 卫 恰 有 一 个 圈 Z， 移 去 Z MAP EP AR, 

卫 指 一 个 点 基 是 点 的 一 个 最 小 的 集合 , 由 它们 可 达 所 有 的 点 。 
于 是 ， 一 个 有 向 图 也 的 点 的 一 个 集 S 是 一 个 点 某 当 且 仪 当 刀 的 
每 一 个 点 由 5 的 一 个 点 可 达 , 而 8 中 没有 一 个 点 由 S 中 任何 一 个 
共 他 的 点 可 达 。 

定理 16.6 每 一 个 无 圈 有 向 图 有 唯一 的 一 个 点 基 , 它 由 所 有 
入 度 等 于 09 的 点 组 成 

系 16,6(a) 一 个 有 向 图 力 的 每 一 个 点 基 由 DD 的 构成 D 的 
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点 基 的 得 个 强 支 中 的 正好 一 个 点 组 成 。 

一 个 二 类 是 互相 不 邻接 的 点 的 -个 最 小 的 集合 5, 使 也 的 
每 一 个 点 或 者 在 8 中 , RARS 中 的 一 个 点 邻接 。 每 一 个 有 向 图 
APA, 但 并 不 是 每 一 个 有 向 图 都 厂 1- 基 。 例如 , 奇 图 都 没 
有 1- 基 。 对 一 个 任意 的 有 向 图 , 还 没有 找到 一 个 准则 来 判定 它 有 
HH 1-22, BAR (Richardson) [R9] H REME FB (von 
Neumann) fiz HUSH (Morgeustern) [NM1] 在 他 们 研究 对 策 论 
中 发 现 的 一 个 结果 , 这 个 结果 现在 作为 定理 16.7 的 系 。 

定理 16.7 每 -- 个 没有 奇 图 的 有 疝 图 有 一 个 十 基 。 

系 16.7(a) 每 一 个 无 圈 有 应 图 有 一 个 l-E 


S， 有 向 图 和 矩阵 


一 个 有 向 图 D HAREM AD) 是 pxp MEPE Lawl, 
om ie DR RI, N asl, 否则 
等 于 0 用 图 区 .和 中 的 例 可 以 验证 ， 

ACP) 的 行 和 给 出 卫 的 点 的 出 度 ， 局 A 
WAVER BABE 

和 图 的 情形 -- 样 ，-* 个 有 向 图 
的 邻接 矩阵 A Wakes th GT e 
个 点 到 另 一 个 点 的 通道 的 数 日 的 讯 
息 。 图 16.4 一 个 有 向 图 。 

定理 16.8 AG, jita Sieh o Be, BEE ST oy 
道 的 数 日 。 

我 们 简单 地 提 一 下 另外 三 个 和 了 九 有 关 的 矩阵， 中 可 达 性 矩 
PERERA RIM, ATA RO, A oy H ou BRK, 
则 my 一 1; 否则 等 于 0。 RER i, 了 元 给 出 由 点 如 到 点 名 的 
ER ARAH o Blo 的 道路 , 则 这 个 距离 是 无 穷 大 。 在 过 恩 矩 
Ree, i, j 元 是 由 名 到 急 的 任何 一 条 最 长 的 道路 的 长 度 。 同样， 
如 果 没 有 这 样 的 道路 ， 这 个 元 是 无 穷 估 。 图 6.4 中 的 有 加 图 六 
WS = ALE, 
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系 16.8(a) ALARA Ro Oe 4 的 琶 如 下 
(D 对 所 有 的 名 framl, dy=0", 
(D) ry 一 4 当 且 仅 当 对 某 一 个 % ap > 0, 
(8) dlon 是 最 小 的 使 a 名 >0 的 % (如 果 这 样 的 % 存 在 )， 
否则 等 村 co。 

还 没有 有 有 效 的 办 法 来 求 还 回 第 阵 的 元 。 这 个 问题 与 图 论 中 另 
外 几 个 多 第 没有 解决 的 算法 问题 密切 有 关 ， 例 如 求生 成 圈 和 解 挫 
Rane. 

FARE B= [by] C= Ley] thik LE RO BXO bl baty 
WER 4. jo WPS HERE PEM PRELETE H 

系 16.8(p) Suse DP, Dis o th 
WHI Bx Re PA iiiI PET L REVE, 

ARER A WEA PERAR OA A ht Bott) 和 梅 伯 里 
(Mayberzy)[BM3] 所 发 现 , 而 由 托 特 [了 9] 记 证 明 。 为 了 给 出 这 个 
称 为 向 图 的 第 阵 - 树 定理 的 结果 ， 我 们 短 要 另外 儿 个 与 忆 有 关 
HOSE, 令 Moy SEAR — A 中 用 od(oo 来 代 夫 第 二 个 对 角 线 元 得 到 
RUF, RE Ma 对 侦 地 定义 。 

定理 16.9 对 任何 一 个 标定 有 向 图 D, Ma 的 第 % 行 中 的 任 


得 到 


3. SINAN 28? 

何 一 个 元 的 余 因 子 的 值 是 以 e 为 汇 的 生成 入 树 的 数目 。 

定理 16.9 au 的 第 了 列 中 任何 一 个 元 的 余 因 子 的 值 是 以 
oy UA Wy A RH 

按 定理 16.9, 图 16.5 中 的 有 向 图 的 矩阵 Ma 中 第 4 行 各 个 
元 的 余 因子 郡 等 于 3 而 以 内 为 汇 的 卫 的 8 个 生成 入 树 部 已 经 画 
We 它 的 方向 对 偶 ， 定 理 16.9" 也 由 Mu 的 第 2 列 和 以 ua 为 源 的 
两 个 生成 出 树 米 说 明 。 


va Dy 1 -t 日 o 1 -t 0 0 
-1 3 -1 -1 -1 2 -1 -1 
D: se- oaa | | ol ay 
0 o 0 ao Lo o o 2 
| i AJ 
d Hi NI 
图 16.5 年 成 人 树 和 出 树 。 


一 个 有 向 图 号 中 的 一 条 欧 共 迹 是 一 条 闭 生 成 通道 ,其 中 也 的 
每 一 条 弧 答 出 现 一 次 。 一 个 有 向 图 是 欧 拉 的 , 如 果 它 有 上 述 的 这 
样 -- 条 迹 。 如 在 定理 了 .1 中 对 于 图 记 作 的 那样 ,容易 证 明 , 一 个 弱 
有 向 图 卫 是 欧 拉 的 当 且 仪 当 卫 的 每 一 个 点 的 入 度 和 出 度 相 等 。 
现在 我 们 要 叙述 一 个 定理 ， 它 给 出 一 个 欧 拉 有 向 网 中 欧 拉 迹 的 数 
目 。 它 有 了 时 按照 它 的 发 现 考 德 布 鲁 因 、 范 * 阿 登 - 埃 伦 费 斯 特 (van 
Aardenne-Phrenfest) 、 史 密斯 得 托 特 而 命名 为 BEST EM, EH 
WHA [BEI] 与 后 面 两 人 [STH4] 独 立地 发 现 。 它 可 以 用 有 向 图 
的 剑 阵 - 树 定理 简洁 地 证 明 , 见 卡 斯 特 菜 因 [4, p. 76], 

系 16.9(a) 在 一 个 欧 拉 有 向 图 中 , RET 


efa- 
Jtet, dido), © 是 Mu MBRR TRA 
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注意 对 于 一 个 欧 拉 有 向 图 D, RMA MacM BOAT AD 
与 列 和 都 等 于 零 , 所 以 所 有 的 余 因 子 都 相等 。 对 十 图 16.6 中 的 有 
间 图 ,ce 一 了， 其 中 就 布地 条 欧 拉 人 迹 。 其 中 的 两 条 是 


Vy Vo Vy V4 Vo Vr Vz V1V4 VL 利 Vz Vy Va Va Vy Vy V4 V1 Va Vro 


图 16.6 计数 欧 垃 迹 。 

我 们 刚才 给 了 如 何 利 骨 算 阵 来 研究 有 向 图 的 ~- 些 指示 。 另 一 
方面 ， 有 向 图 也 可 以 骨 来 给 出 关于 矩阵 的 知识 。 任何 一 个 方 阵 
M [ong] 引出 一 个 有 向 图 D, 当 my 关 0 BEGIN ve 在 也 中 。 这 
样 也 可 能 引出 环 。 下 列 算法 [ 吾 25] 有 时 可 以 使 -个 算 陈 的 特征 值 
和 逆 矩 陈 (如 果 它 存在 ) 的 求法 简化 。 

1. 构成 联系 于 M 的 有 向 图 D。 

2. 定 出 也 的 强 支 。 

3. HRK D*。 

4. 将 强 支 编号 , 使 D 的 邻接 矩阵 是 上 三 角形 的 。 

5. BRR BMS DE, BCH A 是 上 分 块 三 
角形 的 。 

6. 将 和 4 的 每 一 个 单位 元 代 以 M 的 相应 于 它 的 元 。 

M 的 特征 值 是 新 符 阵 的 对 角 线 块 的 特征 售 ， 而 至 E pE A 
由 这 些 对 钊 线 块 的 逆 矩 阵 求 得 。 

当 形 是 一 个 稀疏 窃 阵 * 时 (下 其 是 当 零 元 被 巧妙 地 安置 以致 
形成 几 个 强 支 时 )， 这 个 办 法 足 很 有 效 的 。 达尔 迈 奇 和 门 德尔 HS 
EDM2] 利用 二 部 图 将 上 述 方法 推广 为 有 时 是 开 有 力 的 但 也 是 更 繁 
复 的 一 种 算法 。 
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4. 比赛 图 

一 个 比赛 图 是 一 个 定 久 的 完全 图 。 网 16.7 中 画 出 所有 有 二 
个 、 王 个 和 四 个 点 的 比赛 图 。 第 一 个 有 三 个 点 的 比赛 图 称 为 可 递 
三 元 组 , HIPAA EAB, 

在 一 个 循环 赛 中 , 一 个 给 定 的 选手 集 或 队 的 集 进 行 一 种 比赛 ， 
按 这 种 比赛 的 规则 没有 平局 。 每 一 对 选手 都 互相 比赛 并 产生 正 
一 个 胜利 者 选手 用 点 来 代表 , MERON ACRES EH 
省 就 产生 一 个 比赛 图 。 

所 发 现 的 关于 比赛 图 的 第 一 个 定理 属 十 沉 迪 (Rédei) [R7]. 
对 主 小 的 比赛 图 它 可 以 用 图 16.7 来 验证 。 


TaN ZN 
AAAA 


图 16.7 小 的 比赛 图 。 


£816.10 每 一 个 比赛 图 有 一 条 生成 道路 。 

[证 明 ] 对 于 点 的 数 旧 使 用 归纳 法 。 可 以 看 出 , 有 2 个 .3 个 
或 4 个 点 的 比赛 图 有 一 条 毕 成 道路 。 假 定 对 于 所 有 有 ?# 个 点 的 比 
赛 图 这 个 结果 成 立 ， 考 处 -个 大 % 十 1 个 点 的 比赛 图 全 。 令 是 
了 的 任何 一 个 点 , 则 了 一 wo 是 一 个 有 % 个 点 的 比赛 图 ,所 以 它 有 一 
条 生成 道路 卫 , PA ey tata RAEM tov E T p, 或 者 是 弧 
mee EE Hh, Bee ET A, 则 vovv o, E T RERE 
Bho Hm EL, A ode P HIARI vov FEL PHY AR 
【 刻 末 这 种 点 存在 )。 于 是 oz 加 在 里 中 所 以 实生 
是 一 条 生成 道路 。 如 果 这 样 的 点 不 存在 , W orvon ov 是 -共生 
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成 道路 。 在 任何 情况 下 ， 我 们 都 已 经 证 明了 TP 有 一 条 生成 道路 。 
证 毕 。 

兹 尔 (Szele) [S16] 扒 广 了 这 个 结果 ， 他 证 明了 每 一 个 比赛 图 
有 坷 数 条 生成 道路 。 震 迪 定 理 的 另 一 种 形式 的 推广 由 加 菜 和 米尔 
格雷 姆 (Milgram) [QM1] 提 出 。 他 们 证 明了 每 一 个 定向 图 也 含有 
一 个 由 至 多 AD) SADA ME BAR WBE VD) 的 集 。 

下 一 个 定理 扁 于 英 合 [HM2]; 它 的 系 由 福克斯 (Toulkes) 
三 中 和 椒 米 恩 (Camion) [G1] 发 现 。 这 个 定理 与 前 一 个 对 任 党 比 
赛 图 成 立 的 定理 类 似 ,但 它 只 对 强 比赛 图 成 立 。 

RHIC 每 一 个 有 Pp 个 点 的 强 比 赛 图 ,对 n=3, 4, p 
有 一 个 长 度 每 于 wm 的 圈 。 

[证 明 ] 这 个 证 明 也 用 归纳 法 , MERNEK KEN A 
一 个 比赛 图 是 强 的 , 则 它 一 定 有 一 个 循环 三 元 组 。 假定 下 有 一 个 
FA Zoe, KERF <p RIMEN, EAP ICE 
SF a+] 的 图 。 有 两 种 情形 , RTP RE Zp u 它 既 
BRT ZH, 又 由 名 中 的 点 邻接 ; 或 者 没有 这 样 的 点 。 

情形 工 ， 假定 有 有 一 个 点 忌 不 在 下 中， 而 点 ,和 点 妈 在 马 中 
EDM ve 和 wu ÆT 中。 不 失 一 般 性 , RIBEN ww ETH, A 
OH o SEZ EMEA wo, 在 下 中 的 第 一 个 点 。 则 vi-xw ET 
FE, 而 00r Oe ate Oat 是 一 个 长 度 等 于 nw 十 1 的 图 。 

情形 2. 没有 情形 1 中 那样 的 点 w%。 从 而 所 有 不 在 多 中 的 多 
的 点 分 成 两 个 子 集 如 和 琴 , 其 中 了 是 邻接 于 怠 的 每 一 个 点 的 所 
有 点 的 集 ， 而 琴 是 由 的 每 一 个 点 邻接 的 所 有 点 的 和 集 。 显 然 ， 
这 两 个 集 不 相交 且 帮 不 是 空 集 ， 因 为 否则 了 就 不 是 强 的 了 。 而 
E, 在 如 中 有 点 ww EW 中 有 点 ww， 使 得 弧 ww 在 了 中 。 FR, 
UoD Vw 是 了 中 的 一 个 长 度 等 于 wn 十 1 的 图 。 

从 而 总 有 一 个 长 度 等 于 nw 十 I 的 圈 。 证 毕 。 

系 16.11ta) 一 个 比赛 图 是 蜡 的 当 且 仅 当 它 有 一 个 千 成 圈 。 

由 循 环 赛 的 诺言 ， 我 们 将 一 个 比赛 图 中 一 个 点 的 出 度 称 为 它 
的 得 分 。 下 一 个 展 于 兰 道 (Landau) [D1] 的 定理 实际 上 是 在 对 比 


4 比赛 图 2a 


RRENDA (MIN KE” (pecking orders) ) 上 时 发 现 的 其 
HREN, MERKE 

定理 16.12 he R RAAE A i E R 
等 于 1 或 2。 

可 递 三 元 纽 的 数目 可 以 用 点 的 得 分 来 给 出 ， 见 险 拉 里 和 莫 会 
[EM], 作为 一 个 系 ， 立 即 可 以 得 到 有 名 的 肯 德 尔 (Kendall) 和 
HOG Smith) [KSI HAR, 这 个 公式 在 统计 分 析 中 已 经 被 证 明 
基 有 用 的 。 这 个 公式 已 经 由 拜 内 克 和 和 蛤 拉 里 [BFI4] 从 循环 三 泡 组 
推广 到 更 大 的 强 子 比 赛 图 。 

定理 16.13 一 个 有 得 分 序列 (su So, s SAR LERE IS RETRE 
三 元 组 的 数目 等 于 si(s 一 1)/2。 

系 16.18(a) 在 所 有 和 有 Pp 个 点 的 比赛 图 中 循环 三 元 组 的 氢 
多 数目 等 于 


5 


p—P sh he 
34 FF p IER AG 
(p, 3) pap 
ag 车 Pp 是 偶数。 
关于 比赛 图 重 构 的 附 记 


乌拉 姆 猜想 在 比赛 图 这 种 特殊 情形 个 已 经 部 分 地 解决 了 。 如 
对 于 图 那样 ， 每 一 个 有 Pp 个 点 的 比赛 图 全 决定 Pp 个 子 比赛 图 


w w 全 


16.8 ERO NHJ Pe 


PaO RPA tf ott 图 
PoP oc, SAMRAT AED 5 ARETA A SRY EEE 
WEARS. Sid, IF p= 5 和 6 的 强 比 赛 图 , 这 个 猜想 不 成 立 。 这 
是 WW. EAEI E. M. 帕克 (Parker) 建立 的 。 他 们 发 现 了 两 
对 比赛 图 , 图 I6.8 (0, 5) 和 图 16.8(o 四 都 是 反例 。 

还 不 知道 有 更 大 的 反例, 我 们 猜测 它们 不 存在 ! 


习题 

16.1 一 个 有 向 图 是 严格 弱 的 , 车 它 是 弱 的 但 不 是 单 侧 的 ; 它 
是 严格 单 侧 的 , 苔 它 是 单 他 的 但 不 是 强 的 。 令 Ce 含有 搞 有 不 连通 
的 有 向 图 ,Cs 含有 所 有 严格 弱 的 有 向 图 ,0s 含有 所 有 严格 单 侧 的 
AKE, C 含有 所 有 强 有 向 图 。 MERAH pt AMA MELE, 
对 于 连通 性 类 型 Co 4-0 到 3， 弧 的 最 多 与 最 少 的 可 能 数目 4 在 
TAPAR: 


类 型 SI Heed ae MARIKE 
0 0 (p~ 1D (p-2) 
1 poi (p-1) (9-2) 
2 g-i (p-1)? 
3 P? DCP 一 1 


ERB ig te (CHI) 

16.2 两 个 有 向 图 的 笛 卡 儿 积 Dix Ds 以 VixFs 为 它 的 点 

集 , [uae Bove adj es] 8 lua = va B ee adjor] iM (un, sa) 邻接 于 

《oy 全 ) 。《 这 个 定义 ， 除 了 邻接 性 是 有 方向 的 外 与 第 二 章 中 对 于 

图 的 定义 一 致 。) 4D EE MEARE Cs 中 时 , RMT Be) =n, 

WY e (Dy x Dz) 一 min {e(D1), e(Da)}, HET oD -e(Ds) =2, 
在 这 种 情形 下 cD x Ds) = 1, 


《 哈 拉 里 和 特 劳 思 fHT1]) 
16.3 没有 一 个 严格 弱 有 向 图 含有 一 个 点 ， 使 得 移 去 这 个 点 
* P. Harary, E. M. Palmer, On the problem of reconstructing a tournament 


from subtournaments, Monatshefte fir Math. 71 (1967), 14~23, 
"BER, — FRE 


习 题 a 

后 产生 一 个 强 有 疝 图 。 (Re BAG MF (Ross) [HR2]) 

16.4 存在 一 个 有 向 图 , 它 有 出 度 序列 G85， …, gg)， 其 中 

primase Pty 又 有 入 度 序列 Ch, in e, t) 其 中 每 一 个 

<p 一 1。 存在 这 种 情况 的 充 要 条 件 是 于 .一 器 又 对 于 每 一 个 
整数 <p， 


in (4-1, 说 十 3 mings, 全。 
Ase Fh 


HE (Ryser) [R21], 富 尔 克 森 [F121) 

"16.5 存在 有 上 题 所 述 出 度 与 入 度 序列 的 一 个 强 有 向 图 当 

AMY T= Lh, 每 个 >0, 每 个 tr>0 又 对 每 一 个 整数 上 < 
下 列 产 格 不 等 式 成 立 ， 


? 
Ba< Bat min {k, tbo 


a Eas 


xl 


〈 拜 内 克 和 喻 拉 里 [BH1]) 

16.6 线 有 向 图 (DD) 以 给 定 的 有 向 图 DD 的 强 为 它 的 点 ， 当 

Mo, 在 加 中 导出 一 条 通道 时 , ELD PRET y, WD wy 
ASUS RT LD) KA SU E o 


( 哈 拉 里 和 诸 曼 [HN4]) 
16.7 一 个 弱 有 向 图 了 的 线 有 向 图 LD) AT DM ER 
4 DRD ERA 《 哈 拉 里 利 诺 曙 [HN4]) 


16.8 车 也是 不 连通 的 ,上 题 的 断言 不 成 立 。 

16.9 令 S 和 了 是 必 的 点 的 两 个 不 相交 的 集 ,又 令 全 (5, T) 
是 从 访 到 了 的 所 有 缠 的 集 。 则 全 是 一 个 线 有 向 图 当 且 仅 当 没有 
两 个 二 点 集 S AT, E1 IX, T)|=3。 

( 盖 勒 和 哈 拉 里 [GH1], 海 肯 (Teuchonne) (H42]) 

16.10 ”一 个 有 向 图 怀 中 的 欧 拉 迹 的 数 日 等 于 LD) 中 哈密 
HAHAH ( 卡 斯 特 莱 因 [K3]) 

16.01 ST, 由 一 个 点 和 两 个 有 向 环 组 成 。 令 了 了， 一 (TT)) 
是 了 的 线 有 向 图 (更 精确 地 说 是 以 有 向 图 ), 它 由 一 般 所 预期 那样 
HSE SL, MEE LT TB a a) o Ta 的 构造 曾经 被 称 为 “传真 
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图 解 "。 则 Dy 中 的 欧 拉 迹 的 数目 是 


aa 
ars, 


CAH i A Re BOTY BEL) 
R — 1 77 1 IR AY o BA ido), odo) 
>p 则 它 是 哈密 顿 的 。 (eb E (G7]) 
16.138 SEXRMAHA, SENTE—P Ay 从 《到 各 
点 ?的 距离 的 和 Dou, VARR HPAI, EE 
不 是 点 对 称 的 。 哈 拉 里 [了 20]) 
16.14 补 有 向 图 卫 和 逆 有 向 图 D Be DARE 
16.15 令 万 是 一 个 完全 的 对 称 有 向 图 * 的 线 有 向 图 的 邻接 
矩阵 。 则 全 十 4 的 所 有 的 元 等 于 1, (ERE [T1457 ) 
16.16 两 个 有 向 图 是 同 谱 的 , 车 它 们 的 邻接 矩阵 有 机 内 的 特 
征 多 项 式 。 恰 存在 8 个 有 对 个 点 的 不 同 的 同 谱 强 有 向 图 。 
GF. BRE, 0. &, R. 0. gf) 
16.17 十 个 有 向 图 有 和 Ds 的 结合 D=D AD 以 Y= 
VXV te CO, ME Dih adja. 而 且 在 Ds 中 waadj?y 
RY, ED H u= Qa, ww) 邻接 于 v= (oa va)o HA D Di A Da fy 
BRM A Je Di Al Dr HEME RN KER, 
《 哈 拉 里 和 特 劳 思 [HTH]》 
16.18 令 力 和 DD 是 有 向 图 , $ d Æ 及 中 所 有 的 圈 的 长 度 
的 最 大 公约 数 ,5 一 荆 2。 则 结合 Di ADs 是 强 的 当 且 仅 当 Dy Hl Dy 
都 基 强 的 且 由 Md, 是 互 素 的 。 (麦克 安德鲁 [M71) 
16.19 ”一 个 有 向 图 称 为 是 本 原 的 ， 若 它 的 邻接 矩阵 4 的 某 
个 老 的 所 有 的 元 古 正 的 。 一 个 有 向 图 是 本 原 的 当 且 仅 当 它 是 强 
的 , 而 且 它 的 各 个 圈 的 长 度 的 最 大 公约 数 等 地。 
( 见 达 尔 迈 奇 和 门 德尔 松 [DM3, p. 204]) 
16.20 令 也 是 一 个 本 原 有 向 图 。 


a 


* 对 称 有 向 图 的 定义 是 ， 对 于 任 他 两 个 点 ty VEVD), (wv) 是 刀 的 一 条 强 当 
ARH, E DARM iE 
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a) 若 n 是 使 4*>0 的 最 小 整数 , 则 as (p-s 
(R4 (Wielandi) [W17]) 
b) 车 m 取 最 大 可 能 值 (2p 一 六 2 二 1 RE REP, 使 
PAP? SX lay], HY mst 1 yal, 又 Gm 一， 而 其 余 
aj=0, GAARA ATRA DM3, p. 2097) 
16.21 一 个 图 G6 的 一 个 定向 是 对 G 的 每 一 条 线 指 定 一 个 方 
向 。 一 个 图 布 一 个 强 连通 定向 当 且 仅 当 它 是 连通 的 和 无 桥 的 。 
(34 Fed (Robbins) [R17]) 
16.22 令 一 个 给 定 的 标定 图 他 的 一 个 任意 定向 九 的 5x9 
阶 关 联 矩 阵 是 B, 使 得 如 果 定 向 线 关联 于 点 ey, BW by 等 于 
+L Fah oy RMS 一 十 否则 等 于 0。 则 det(BB) Ea 
的 生成 树 的 数目 。 (将 矩阵 BB" 与 第 13 章 的 M 比较 。) 
sath BRKT) 
16.23 记得 第 五 章 中 说 过 ， 在 一 个 图 GG 中 入 (w, o) 是 要 分 
离 妈 和 4 需要 移 去 的 线 的 最 少数 量 。 Bh, Hehe k—- he 
HEADER, Aia, 0) 是 使 得 没有 从 到 4 的 道路 需要 移 走 的 
弧 的 地 少数 月 。 
对 于 一 个 欧 拉 图 G 的 任何 一 个 定向 D, 对 于 任何 一 对 点 ， 
Xu, v) =K(w, u) -4 Alu, %) 0 


TE. 将 这 个 命题 推广 到 一 个 任意 的 图 全 要 难 证 明 得 多 ; 一 
个 图 有 一 个 定向 D, 使 得 和 (GD) Sn 4 BY MQ S2n,]* 
(纳什 -或 廉 斯 [N11]) 
16.24 一 个 % 色 图 介 的 每 一 个 定向 合 有 一 条 长 度 为 n 一 1 
frit, (加 革 [G42) 
16. 中 “一 个 比赛 图 的 得 分 3 ER DEl) p, 
16.28 除了 二 个 比赛 图 外 ， 所 有 比赛 图 有 一 条 生成 道路 
tort ERRER, WM tw。 两 个 例外 是 循环 二 元 组 和 图 
16.8(e) 路 的 比赛 网 ， (B. He EHP) 
ROEE mia (ut). TERE 


* iG 
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16.27 a) 在 任何 一 个 有 了 个 点 的 比赛 图 中 ， 长 度 等 于 二 的 
BRRR ETON 4 hE LR 

D) ALERT pt OR HER, A 4p AR 
HMA eT Cp, )—-L pap, 8), WR16.18(@), 


(vy Fe Fh BB (BA4}) 

16.38 一 个 群 同 构 于 某 个 比赛 图 的 点 群 当 且 仅 当 它 的 阶 是 
奇数 。 《 称 恩 LMI4]) 
16.29 令 一 -个 比赛 图 也 的 点 群 是 荆 , WE D N Ps 是 可 
SERN AAR DAA PT EA, (REA Jean [J1}) 
aao E OME SS A AR ERA No 


则 
te 
80) Tay? 
《 御 恩 [M16, p. 887) 
13.81 SHARE NPS << <8, 
a) 这 是 某 个 比赛 图 下 的 得 分 序列 当 且 仅 当 


Be-e@-vP, 
状 且 对 于 所 有 的 b<op, Se k(b-1)/2, 《 
b) 此 外 , 了 是 强 的 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 <p， 
Sh)/2, 
AENA A BMJ) 


[tk 


i 


[L1] 


附录 I 图 的 图 解 


PETETA- RAL 


图 的 图 解 对 于 积累 资料 来 作出 猜想 是 很 有 用 处 的 。 少 于 6 个 
点 的 这 些 图 是 容易 画 出 来 的 。 这 里 给 出 的 有 6 个 点 的 图 的 图 解 
Æ D. W. yi9 (Crowe) 作出 的 ， 崩 末 他 也 是 第 一 个 炳 出 所 有 的 
有 7 个 点 的 图 的 人 。 排列 这 些 图 解 时 并 不 想 解决 下 列 问题 , 即 对 
有 Pp 个 点 和 条 线 的 各 个 图 指定 一 种 标准 次 序 。 然而 ,对 于 每 个 
图 全 还 是 指定 了 一 个 编号 m, 同一 个 编号 记 给 予 补 图 区 。 从 而 ， 
E Gran EAn Alo, OA, EAI DEEDAR HM 此 
Th, oann (和 -en。 当然 (4,3) 图 和 (6, 5) 图 是 这 个 规则 的 
例外 。 

作为 这 个 家 的 一 个 补充 ，B. R. 希 普 (了 eap) 在 密 特 尔 萨克斯 
国立 物理 实验 所 的 计算 机 上 设计 了 一 个 程序 ， 它 对 于 每 一 个 有 了 
个 点 的 图 造 了 一 张 卡片 ,并 且 正 在 为 p=8 INR, FEISS 
搂 窃 阵 的 形式 来 编排 图 是 最 方便 的 。 对 于 用 计算 机 的 方法 来 研究 
图 的 人 , 这 种 下 的 存在 已 经 证 明 是 有 价值 的 。 

为 了 便利 起 见 , 我 们 在 这 里 提供 一 张 表 , 列 出 有 给 定数 目的 点 
和 线 的 图 的 数目 , 直到 9 PK (SBR BE LRS, p. 146])。 表 中 
的 值 是 用 波 立 亚 公式 (15,27)* 得 到 的 。 


” 原 书 有 误 。 一 译注 


248 MRI 图 的 区 解 
RAL 有 ?<9 个 点 和 9 条 线 的 图 的 政 目 


TT 
N 1|8|13 | s 9 
4. i 
0 i1111|1ii 1 1 1 1 
1 af aprqa 1 1 1 1 
2 :|12.2|2:| 2 2 | 3 
3 113|4|5| š 5 5 
4 2js6e|o| oj un u 
5 r|o fat al a 25 
6 1 6 }a |] 4 56 63 
7 ajaj 65| 15 148 
8 a | 24 | o| 221 245 
9 1 | at | ast | 402 771 
10 1 {| 15 |148| 668 1637 
1 9 | 148] 980 3258 
12 5 | 381 | 1812 5995 
13 2 | 97 | 1557 | 1020 
14 1| 65 | 1646 | 15615 
15 1} 41} 1557 | 21933 
16 | 21 | 1312 | 27987 
17 Fao! ago | aesa 
18 a| 603 | z400 
"| 1 
9% jə jajn 156 |1044 | 12748 | 808708 
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附录 TL 有 向 图 的 图 解 


勇士 跃 马 向 四 方 。 
一 一 9" BK 


这 里 按照 点 和 弧 的 数 日 列 出 至 多 4 个 点 的 有 向 图 。 每 个 有 
向 图 的 编号 是 这 样 指定 的 , 即便 它 的 补 图 有 同样 前 编写 , 当然 要 路 
HELO AME, MERIA p~4, 因为 假如 要 包括 2 一 5 
的 那些 有 向 图 就 会 需要 另外 一 本 几乎 与 本 书 一 样 篇 幅 的 书 。 下 列 
IRF RARE (Oberschelp) [OL] MSA ATi PTA, BSS. HS 
有 向 图 的 数目 。 云 中 的 值 可 以 用 方程 (15.31)，(15.32) 计 算 。 


RAL 有 P<8 个 点 的 有 向 图 的 数目 


g å, 

1 1 
3 3 
3 | 16 
4 218 
5 9 AOR 
6 1 540 944 
7 E82 033 440 
8 1 798 359 192 848 
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peal 
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VEZEPCeYP PEPE 


MMARReOooOoe ee 


UP POOOOeP Ye eere 


FUOMAAANIRRAR EG 


HRI APR AR 203 
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附录 II 树 的 图 解 


不 能 只 见 树木 不 见 森 林 。 


he 


ATA p12 AARRE TEU, SF EAR thn 
博士 论文 [P8] 的 附录 发 表 。 RHR p10 提供 这 些 图 解 ， 
它们 也 在 [HP21] 中 给 出 。 有 给 定数 日 的 点 的 料 的 次 序 是 有 点 任 
意 的 。 但 是 一 般 地 说 , 它们 按照 度 大 于 2 的 点 的 数目 增加 的 次 序 
排列 。 对 于 p26， 有 Pp 个 点 的 树 和 有 根 树 的 数目 (SLM N 
[R15, p. 138]) 和 2<12 的 么 料 和 同 胚 不 可 纳 树 的 数目 (参见 
TITP20]) 在 下 列表 中 提供 。 这 些 数目 分 别 利 用 公式 5.41), 
(15.35), (15.51 Al 15.52) A(15.47, 15.49 和 15.49) 797, 

KAS 有 了? 个 点 的 树 \ 有 根 树 ` 么 树 和 
UA PTAA ESSE B tp. To in hp 


2 tp Pa ip tp | OP ty Tp 

1 1 1 1 a|n 1 301 

2 1 1 0 aija 3 159 

3 1 2 0 of 7 541 

4 ae 4 0 ifj 19 320 

5 | 3 9 0 iing}, 48 629 

6 6 2 0 2 | iB 123 867 171 159 

7 | u 48 1 2] 3 BLT 955 4 FBS 076 

s| 23 n5 1 4 | 20 828 065 28 

eo | a e 3 5| 2 2 144 505 35 221 832 

10 |16 79 6 10| 2 5 623 753 97 055 181 

11 | 235 2 5 | 23 14 828 074 268 282 855 

12) 55 4766 29 26 | 24 39 299 897 743 724 984 
25 | 104 636 890 2067 174 645 
28 | 279793450 5759 636 510 
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文献 目录 


RRR E, 
越 来 越 多 ， 
RAR IRS 
le FBR 


想 在 下 面 列 出 的 是 ,而 且 仅仅 是 ,那些 曾经 在 正文 中 引用 过 的 
参 当 资 料 。 然 而 要 注意 , 较 之 特 纳 [15] 所 编 的 关于 图 论 及 其 应用 
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